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Abstract— This work is focused on a practical implementation of a robust controller, designed by LMIs (Linear
matrix inequalities), in an active suspension system manufactured by the Quanser®. For the implementation,
it is supposed that the active suspension system is subject to a uncertainty in the model. While most works
found in literature use state feedback for the control design, this work considers the state-derivative feedback.
The motivation for the use of state-derivative feedback is due to its easy implementation in some mechanical
applications, for example, in vibration control of mechanical systems, where accelerometers have been used to
measure the system state. The results show a good performance of the control theory applied to the active
suspension physical model.

Keywords— State-derivative feedback, Z-stability, linear matrix inequalities (LMIs), robust control, active
suspension system with uncertainty, structural fault, practical implementation.

Resumo— Este trabalho objetiva a implementacdo pratica de um controlador robusto, projetado por LMIs,
em um sistema de suspensio ativa fabricado pela Quanser®. Na implementacio, é suposto que o sistema de
suspensao ativa estd sujeito a uma incerteza no modelo. Enquanto muitos trabalhos encontrados na literatura
especializada utiliza a realimentagao de estados para o projeto do controlador, este trabalho considera a realimen-
tac@o da derivada do vetor de estado (realimentacdo derivativa). A motivacdo para a utilizagdo da realimentagio
derivativa é devido a sua facil implementacdo em algumas aplicagoes mecanicas, por exemplo, no controle de vi-
bragdo de sistemas mecéanicos, onde acelerometros tém sido usados para medir o estado do sistema. Os resultados

mostram um bom desempenho da teoria de controle aplicada ao modelo fisico da suspensdo ativa.

Palavras-chave— Realimentacio derivativa, Z-estabilidade, desigualdades matriciais lineares (LMIs), con-
trole robusto, sistema de suspensdo ativa com incertezas, falhas estruturais, implementacao pratica.

1 Introducao

A andlise de estabilidade e o projeto de controladores
de sistemas lineares é uma area de pesquisa amplamente
explorada. Algumas metodologias usam uma funcao de
Lyapunov para garantir a estabilidade do sistema e o pro-
jeto é realizado utilizando desigualdades matriciais linea-
res (LMlIs, acrénimo inglés para Linear Matriz Inequali-
ties) (Boyd et al., 1994). A sintese de controladores ba-
seados em LMIs tem a vantagem de permitir facilmente a
inclusao de indices de desempenho na abordagem do pro-
blema. Além disso, LMIs podem ser resolvidas eficiente-
mente em microcomputadores utilizando, por exemplo, o
software MatLab® (Gahinet et al., 1995).

Técnicas baseadas em LMIs tém sido estudadas para
varios propositos, na literatura especializada pode-se en-
contrar trabalhos que relatam o uso em sistemas lineares,
por exemplo, (Assungao et al., 2007), envolvendo sistemas
lineares com incertezas politopicas (Leite et al., 2004), en-
volvendo sistemas nao-lineares com ou sem incertezas no
modelo (da Silva et al., 2009; Tanaka et al., 1998), abor-
dando técnicas de controle baseadas na realimentacao da
derivada do vetor de estado - realimentacao derivativa -

(da Silva et al., 2011a; da Silva et al., 2011b; da Silva
et al., 2012), entre outras. No entanto, a grande maioria
dos trabalhos apresentam simulagoes realizadas em mo-
delos matematicos, que representam sistemas reais, para
testar e validar as técnicas de controle, uma vez que, nem
sempre é possivel ter acesso a um sistema real para a
realizacao de implementacoes praticas.

Em (Buzachero et al., 2010a; Buzachero et al., 2010b;
Buzachero et al., 2012) os autores apresentam implemen-
tagoes praticas de controladores baseados em LMIs em
um helicoptero de bancada modelo 3-DOF fabricado pela
Quanser®. De maneira aniloga, este trabalho visa a im-
plementacgao pratica de um controlador baseado na reali-
mentagao derivativa e projetado com o uso de LMIs.

O estudo da realimentacao derivativa é interessante
e aplicavel em sistemas que utilizam acelerémetros como
sensores, tornando-se mais facil obter o sinal da derivada
do estado do que o sinal do estado. A partir da aceleracéo
é possivel obter a velocidade com boa precisao, mas nao
o sinal de deslocamento (Abdelaziz and Valdsek, 2005).
Logo, os sinais utilizados para a realimentacao sao a ace-
leracdo e a velocidade. Respectivamente, estes sinais sao
as derivadas da velocidade e da posi¢do que podem re-



presentar os estados do sistema. Devido a sua estrutura
simples e ao baixo custo operacional, acelerometros tém
sido utilizados para a solugao de varios tipos de problemas
de engenharia (Kwak et al., 2002; Reithmeier and Leit-
mann, 2003; Assungao et al., 2007; Faria et al., 2009).

Usando uma técnica de controle, baseada na reali-
mentagao derivativa, proposta em (Faria et al., 2009), o
objetivo deste trabalho é obter resultados préaticos atra-
vés da implementagdo em um sistema de suspensao ativa
fabricado pela Quanser® (Quanser, 2009).

A técnica utilizada permite que o projetista posicione
os autovalores do sistema em malha fechada em uma re-
gido Z do semi-plano complexo negativo. Isso, além de
assegurar a estabilidade, garante também certos requisi-
tos de desempenho ao sistema realimentado (Chilali and
Gahinet, 1996).

Defini¢ao 1.1 Dada uma regiGo 2 do semi-plano es-
querdo complero. Uma matriz A € R™™ ¢é dita Z-
estavel se todos os seus autovalores estao contidos na re-

giao 7 (Chilali and Gahinet, 1996).

Notagoes: Durante o texto utiliza-se as seguintes no-
tagoes: M >0 (M > 0) é usada para representar matri-
zes definidas (semi-definidas) positivas e de modo equiva-
lente M < 0 (M < 0) representa matrizes definidas (semi-
definidas) negativas; (...)7 indica transposicio de um ve-
tor ou matriz.

2 Realimentacao derivativa em sistemas
lineares incertos

Considere um sistema linear continuo e com incerte-
zas invariantes no tempo, descrito na forma de varidveis
de estado:

#(t) = A(@)z(t) + B(a)u(t), (1)

sendo A(a) € R™™™ e B(a) € R™*™ matrizes que repre-
sentam a dindmica do sistema incerto, x(t) € R™ é o vetor
de estados e u(t) € R™ é o vetor de entrada de controle.

As matrizes (A, B)(«) pertencem a um politopo re-
presentado por

(A’B)(O‘) = Zai(A’B)i’ (2)

em que 7 = 2%, sendo ¢ o nimero de incertezas nas ma-
trizes (A, B)(a) e (A, B); representam os vértices desse
politopo. Os parametros «; sdo constantes reais desco-
nhecidas, pertencentes a um simplex . dado por

y{ Sa; =1, a; > 0, ’iZl,Q,...,T}, (3)
i=1

Dessa forma, o sistema (1) pode ser representado pela
combinacao convexa de seus vértices

T

#(t) = ai(Aia(t) + Biu(t)). (4)

i=1

Supondo que os vértices do sistema (4) nao apresen-
tam autovalores na origem (det(A;) # 0, Vi) (Abdelaziz
and Valasek, 2004). O objetivo é encontrar uma matriz

constante Ky € R™*"  tal que, ao realimentar o sistema
(4) com a entrada de controle

u(t) = —Kqi(t), (5)
o sistema em malha fechada, dado por (4) e (5), seja Z-

K
estdvel e a matriz <I + > oziBZ-Kd> invertivel. Desse

i=1
modo, o sistema em malha fechada pode ser representado
por

T

#(t) =Y oi(Aix(t) — BiKai(t))

=1

4 :L'(t) = (I + i OéiBin> i OAZ‘Ai:C(t),

=1

(6)

sendo I € R™*™ a matriz identidade.

3 Condigoes para a Z-estabilidade robusta

Para a formulagdo LMI, considere as seguintes
substitui¢oes de varidveis (Chilali and Gahinet, 1996):
r =wp, ( =cos(f) e vy =C(wy,. A regido de interesse para
a alocagdo robusta é a regiao denominada S(v,r,8) de
ntimeros complexos = + yj que satisfazem:

T < —vy<0, (a)
S(v,r,0) = |z +yjl <, (b)
tan(0) < —yl, (c)

a restrigdo (a) representa um semi-plano & esquerda da
reta vertical que passa pelo ponto (—v,0), com vy > 0,
a restricdo (b) representa um disco centrado na origem
de raio r e a restri¢io (¢) limita o argumento 6 dos ele-
mentos do conjunto. A regido S(v,r, ) pode ser vista na
Figura 1.

TIm (\)

Figura 1: Regiao S(v,r,#) para alocagao de autovalores.

Quando os autovalores de um sistema de segunda or-
dem pertencem a regiao S(7v,r,#), o sistema possui uma
taxa de decaimento - minima, coeficiente de amorteci-
mento ¢ = cos(d) minimo, e frequéncia amortecida wg =
rsin(f) maxima (Chilali and Gahinet, 1996). Portanto, a
regiao S(v,r,0) estabelece limites para o overshoot ma-
ximo, o tempo de subida e o tempo de estabelecimento
(Ogata, 2003).

A técnica de alocagao de autovalores apresentada
nessa segdo usa o conceito de Z-estabilidade (ou estabi-
lidade regional). Esse conceito permite que restrigdes de



projeto tais como porcentagem de overshoot PO%, tempo
de subida s e tempo de estabelecimento t. sejam carac-
terizados por LMIs (Chilali and Gahinet, 1996; Ebihara
and Hagiwara, 2004).

(Chilali and Gahinet, 1996) demonstraram que certas
regides convexas no plano complexo podem ser represen-
tadas por LMIs. Os resultados sao obtidos considerando
extensoes da Definigao 1.1. Neste trabalho, exploramos
os resultados que garante a Z-estabilidade de sistemas li-
neares incertos na regiao S(vy,r,#). O principal resultado
¢ mencionado abaixo.

Lema 3.1 Considere um sistema linear autonomo
z(t) = Ayax(t). (7)

O sistema (7) é P-estdvel, na regiao S(v,r,0), se e so-
mente se, existir uma matriz simétrica QQ € R"*™  tal
que, as LMIs abaixo sejam satisfeitas.

Q >0, I
ANQ + QAL +27Q <0, (II)
[ CEL?E ﬁr’g } <0, (I11)

5 (@+BMAT + 4@+ B;Y)")
—AQAT

sen() (4;Q + QAT + B;Y AT + A, YT BT)
cos(0) [(QAT + B;YAT — (AiQ + A;YTBY)]

sendo i = 1,2,...,7, 5 = 1,2,...,q e k = 1,2,...,r, com
Kd:YQ_l.

Prova: Veja (Faria et al., 2009). O

4 SISTEMA DE SUSPENSAO ATIVA
QUANSER®

Considere o sistema de suspensao ativa de um vei-
culo, fabricado pela Quanser®, mostrado na Figura 2
(Quanser, 2009). Seu modelo esquemadtico esté represen-
tado na Figura 3. O sistema consiste de um conjunto
composto por duas massas, denominadas M, e M,s. A

massa M, representa — do corpo total do veiculo e é su-

portada pela mola ks e pelo amortecedor bs. A massa
M, corresponde a massa do conjunto do pneu do vei-
culo e é suportada pela mola k, s e pelo amortecedor b,.
Para diminuir as vibracoes causadas por irregularidades
na pista utiliza-se o sistema de suspensao ativa, represen-
tado por um motor (atuador) conectado entre as massas
Mg e My, e controlado pela forga F..

Originalmente, o sistema de suspensdo ativa
Quanser® (Figura 2) ndo possui o acelerdmetro para a
medida de Z,4(¢). Para a implementacio da realimenta-
¢ao derivativa foi solicitado ao fabricante o acréscimo do
acelerometro ao sistema.

O modelo dindmico (Quanser, 2009) pode ser repre-

5 (@+BMAT + 4@+ B;Y)")

COS(@) [AzQ + AzyTB;T — (QA;T + BJYA?)}

sen(0)(AnQ + QAY)
cos(0)(QAL — ANQ)

cos(0)(AnQ — QAYL) <0
sen(0)(AyQ + QAR) '

(V)
Prova: Veja (Chilali and Gahinet, 1996). O

Considerando Ay = [+ BjKd)flAi, i,] =
1,2,...,r, (Faria et al., 2009) apresenta condigoes sufici-
entes, baseadas em CQLFs (Common Quadratic Lyapu-
nov Function), para a Z-estabilidade de sistemas lineares
incertos na regiao S(v,r, ) usando a realimentagao deri-
vativa. O Lema 3.2 apresenta estas condigoes e a Figura
1 mostra a regiao S(v,r,6) de alocacao de autovalores.

Lema 3.2 Suponha que as matrizes A; nao possuam au-
tovalores nulos (det(A;) # 0, Yi). Entao, o sistema (6) é
D -estdavel, na regiao S(v,r,0), se existir uma matriz si-
métrica Q € R™*™ e uma matriz Y € R™*"™ satisfazendo
as LMIs (8).

Q >0,
AiQ+ QAT + BiYAT + AYTB] Q+ %—Y
<0
YTBT % )

—A,QAT
<0,

Figura 2: Sistema de suspensio ativa Quanser® perten-
cente ao LPC-FEIS-UNESP.

sentado pelo sistema incerto (1), considerando (9).

0 1 0 -1
kb b,
. M, M M
©(t)=1 o 0 0 1 z (1)
s bs Kus (bs + bus)




Acelerémetro (= Zs(t))

zs(t) 1 ,
Ms — 1 da massa do veiculo

Suspensio ativa

Acelerdémetro (= Zus(t))

M,s — Massa do conjunto do pneu

Figura 3: Modelo esquemético do sistema de suspensao
ativa.

0 0
0 1
M
o M . (9)
bus 1
Mus Mus

com

25 (1) — zus (1)

Zs (1) Zr (1)
x(t) = s () — 2 (1) e u(t)[ ]

Zus (1)

Os valores das constantes podem ser encontrados na
Tabela 1.

Tabela 1: Pardametros do sistema de suspensao ativa.

Parametros Simbolo Valor
Massa de % do corpo total do veiculo (kg) M 2,45
Massa do conjunto do pneu (kg) My s 1
Constante de rigidez da mola (N/m) ks 900
Constante de rigidez da mola (N/m) Kus 2500
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bs 7,5
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bus 5

No modelo fisico do sistema de suspensao ativa existe
uma massa de carga util removivel, constituida por duas
unidades de peso idénticas, compondo a massa M. Cada
unidade pesa 0,4975kg, de tal forma que a massa total
corresponde aos 2, 45kg informado na tabela acima. Logo,
a massa M, pode assumir valores entre 1,455kg (sem as
duas unidades de peso) e 2,45kg (com as duas unidades
de peso). Sendo assim, a massa M, pode ser incerta e
pertencer ao intervalo 1,455 < M, < 2,45(kg). Para
uma melhor visualiza¢do um zoom foi aplicado na Figura
2 para destacar a massa de carga tutil, veja a Figura 4.

Massa de carga tutil
composta por duas
unidades de peso

Figura 4: Ampliacdo visual para destacar a massa de carga
util.

Observe que a representacao em espaco de estados do
sistema (9) possui duas entradas, isto ¢, uma controla a
velocidade da superficie da pista (%) e a outra controla
a forga (F.) aplicada no motor que atua na suspensao
ativa. Neste exemplo, o procedimento para estabilizar
o sistema consiste em determinar um ganho robusto de
realimentacdo derivativa (Kg4 € R™*™) que atue somente
na entrada de controle F,, ou seja, F, = —Kqi(t).

A partir dessas informagdes, sdo obtidos os seguintes
vértices do politopo:

0 1 0 -1
A _ | —367.35 —3,0612 0 3,0612 .
L= 0 0 0 1
900 7.5 —2500 —12,5
0
0,40816
Bl_ 0 b)
-1

com My = 2,45kg em A; e B; (com a carga 1til),

0 1 0 1
A _ | 618,56 —5,1546 0 51546
2= 0 0 0 1 ¢
900 7.5 —2500 —12,5
0
B, — | 0:65729 |
0
1

com M, = 1,455kg em As e By (sem a carga 1til).

Para a solugdo numérica das LMIs foi utilizado o
software MatLab® e o solver “SeDuMi” (Sturm, 1999).
As LMIs do Lema 3.2 foram resolvidas considerando
v =0,75, r =90 e f = 88°, e o seguinte ganho robusto
foi projetado:

K;= [ 60,7472 1,7690 —100,3885 —0,3205 } .
(10)
A Figura 5 representa o diagrama de controle utili-
zado para a implementagao do controlador.

Suspensao ativa

y(t) = [Es(D); Zus(t)]

Fonte
Amplificadora

A

Microcomputador
u(k) MatLab/Simulink® y(k)

QUANSER/Quarc® fla——:
i s 23 (Real-Time) [

Conversor

Digital/Analdgico
Figura 5: Diagrama utilizado para a implementacao prética.

Conversor
Analégico/Digital

A eficiéncia da metodologia pode ser verificada na
implementacao pratica verificada a seguir.



5 Implementacao pratica na suspensao ativa do
Laboratério de Pesquisa em Controle

O objetivo da implementacao préatica consiste em ate-
nuar, através do sistema de suspensao ativa, as oscilagoes
causadas pela superficie da pista de rodagem (z,(t)). A
referéncia z,(t) foi escolhida para produzir um sinal de
onda quadrada, de amplitude 0,02m, frequéncia de %Hz
com largura de pulso de 50%. Ainda, adotou-se 1ms de
periodo de amostragem. Foram realizadas duas imple-
mentagoes praticas, e para todos os casos foram geradas
respostas de 20 segundos, sendo que, no intervalo de 0 a
9,99 segundos o sistema encontra-se em malha aberta, e
em 10 segundos o sinal de controle, com realimentacao
derivativa F. = —Ki(t), passa a atuar no sistema em
malha fechada.

Primeira implementagao: Considere as duas uni-
dades de peso acopladas no sistema de suspensao ativa
(Mg = 2,45kg). O comportamento dindmico do sistema
real (Figura 2) pode ser visto na Figura 6. Pela figura, o
sistema é naturalmente estavel mesmo sem a agao de con-
trole, porém, o sistema apresenta oscilagoes pouco amor-
tecidas, gerando desconforto ao motorista. Entretanto, as
oscilacoes abruptas podem ser suavizadas considerando o
sistema controlado pela forga F..

0,04
malha-aberta <——> malha-fechada

=3

=3

@
T

=3
o
N}

=3
=)
2

Deslocamento (m) - pratico
°

-0.01-

“““““ pista 2, (t)
——deslocamento zqys(t)

—deslocamento zg(t)

I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

)
S

Figura 6: Resposta transitéria pratica de malha aberta e de
malha fechada (a partir de 10s) com M, = 2, 45kg.

Pelas respostas nota-se uma melhoria significativa
considerando a realimentacao derivativa no sistema de
suspensdo ativa. A Figura 7 exibe o esfor¢o do si-
nal de controle F, para o sistema com carga util total
(M4 = 2,45kg).

Segunda implementacao: Por fim, nenhuma uni-
dade de peso é considerada acoplada ao sistema de sus-
pensdo ativa (Mg = 1,455kg) para a execugao da im-
plementagdo. O comportamento dindmico real pode ser
visto na Figura 8.

A Figura 9 exibe o esforco do sinal de controle F, para
o sistema sem a carga tutil (M, = 1,455kg). Analisando
as respostas obtidas, nota-se que o controlador robusto
projetado foi capaz de amenizar as oscilagoes causadas
pela pista Z, para as duas condi¢oes de peso M.

6 Conclusoes

Este trabalho propos a validagao tedrica apresentada
em (Faria et al., 2009), com a implementagdo pratica
de um controlador que, além de assegurar a estabilidade

Sinal de controle (N)

Deslocamento (m) - pratico

Sinal de controle (N)

malha-aberta <——> malha-fechada
10+

—10

‘
|
|
|
|
|

— F¢(N) - prético |
|
‘
‘
L]

L L L L
0 2 4 6

L L L L |
12 14 16 18 20

° Temi)oo (s)
Figura 7: Sinal de controle atuando a partir de 10s, com
M, = 2, 45kg.
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==
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o pista zp(t)

——deslocamento zqs(t)

——deslocamento zg(t)
I T T T |
12 14 16 18 20

,0.020 Il Il Il Il )
Tempo (s)

Figura 8: Resposta transitéria pratica de malha aberta e
de malha fechada (a partir de 10s) com M, = 1,455kg.

malha-aberta <——— malha-fechada

e |

_10- — F¢(N) - pratico
Il Il Il Il J

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)

Figura 9: Sinal de controle atuando a partir de 10s, com
M, = 1, 455kg.

do sistema, permite alocar os autovalores em uma regiao
2 pré-estabelecida em projeto com a finalidade de obter
uma resposta transitéria adequada em malha fechada. Os
resultados sao particularmente interessante para a apli-
cacao em sistemas mecanicos que utilizam acelerémetros
como sensores. Ainda, a técnicas de controle baseada em
LMIs tem a vantagem de permitir a inclusdo de incerte-
zas politopicas e indices de desempenho com facilidade na
abordagem do problema. Na implementagao feita no sis-
tema de suspensao ativa foi verificado que o controlador
projetado alcangou um desempenho satisfatério, mesmo
considerando incertezas na massa M.
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