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Abstract— This paper presents a multiobjective formulation, based on the Akaike information criterion in
order to assist the process of determining the structure of mathematical models of real systems. It is proposed
the Multiobjective Akaike Information Criterion (MAIC), which considers in the modeling additional features
to dynamic system information. This approach is employed in the modeling of a DC-DC Buck converter, where
static (theoretical) and dynamic (experimental) data are considered aiming to obtain a polynomial NARX model
for the system.

Keywords— System identification, multiobjective optimization, structure selection, information criterion,
NARX models.

Resumo— O presente trabalho apresenta uma formulacao multiobjetivo, baseado no critério de informacao de
Akaike, a fim de auxiliar o procedimento de determinacao de estruturas de modelos matematicos de sistemas reais.
E proposto o critério de informagao de Akaike multiobjetivo (MAIC), o qual considera no processo de modelagem
caracteristicas adicionais a informagao dindmica do sistema. Tal abordagem é empregada na modelagem de um
conversor CC-CC Buck, em que séo considerados dados estéticos (tedricos) e dindmicos (experimentais) para
obtencao de um modelo NARX polinomial para o sistema.

Palavras-chave— Identificacdo de sistemas, otimizagao multiobjetivo, selegdo de estrutura, critério de infor-

magao, modelos NARX.

1 Introducao

A utilizagdo de informagao auxiliar na de-
terminagao de estruturas de modelos polinomiais
NARX é uma forma eficiente de obter modelos
estaveis e representativos. Geralmente, a identi-
ficacao de sistemas utiliza apenas dados de en-
trada e saida, deixando para a etapa de validacao
a verificacao se o modelo é estdavel e representa
caracteristicas desejadas e atende a indices pré-
determinados. A partir de trabalhos de Johansen
(1996) e colaboradores, a drea de identificacao de
sistemas comecou a se preocupar com a possibili-
dade de utilizar informagoes auxiliares no processo
de modelagem. Dessa preocupagao, surge uma
nova técnica, chamada de Identificacao Multiobje-
tivo de Sistemas (IMS) (Martins et al., 2011; Ne-
pomuceno et al., 2007; Barroso et al., 2007). Ini-
cialmente, o uso de informagoes auxiliares se d&a
exclusivamente na consolidada etapa de estima-
¢ao dos parametros do modelo. Recentemente,
(Martins et al., 2013) propuseram a taxa de redu-
¢ao de erro multiobjetivo, técnica capaz de quanti-
ficar a contribuicao de cada regressor a luz de um
critério multiobjetivo. Os resultados apresentados
foram promissores, permitindo que estruturas fos-
sem escolhidas levando-se em conta caracteristicas
dinamicas e estaticas.

Com o objetivo de continuar a pesquisa reali-
zada em (Martins et al., 2013), este trabalho pro-
poe o desenvolvimento do critério de informacao
de Akaike multiobjetivo (MAIC, do inglés Multi-
objective Akaike Information Criterion), para au-
xilio na determinacao de estruturas de modelos
NARX polinomiais. Tal técnica é vista como uma
expansao multiobjetivo do critério de informacao
de Akaike, a qual utiliza informagoes além daque-
las imbuidas nos dados dinamicos para se estimar
um numero ideal de regressores de um modelo.

O restante do artigo estd organizado da se-
guinte forma. Na se¢do 2 sao abordados os con-
ceitos preliminares . A sec¢do 3 apresenta a meto-
dologia para o desenvolvimento do MAIC e con-
sequente obtencao dos resultados. A andlise e dis-
cussao dos resultados sao tratados na secao 4. Na
secao b é apresentada a conclusao, além de pro-
postas para futuras pesquisas.

2 Propriedades dos modelos NARX

2.1 Modelos NARX

Modelos NARX (Billings, 1980) descrevem
sistemas nao-lineares por meio de equacgoes de di-
ferenga, relacionando a saida atual por meio da
combinagao das saidas e entradas passadas. Esse



tipo de modelo pode ser utilizado, entre outras
aplicacoes, para problemas de controle, cujo prin-
cipal objetivo é encontrar uma descricao simples
para o sistema. Em particular, o modelo NARX
polinomial pode ser representado como:

y(k) = Fé[y(k - 1)) U ay(k - ny)a (1)
u(k—=1),-- ,u(k — ny),
e(k—1), - e(k —ne)] + Z(k),

em que y(k) é a saida, u(k) é a entrada exdgena, e
e(k) é o sinal de ruido. Z(k) representa o erro de
predicao. ny, Ny, € ne sao as ordens da saida, da
entrada exdgena e do ruido, geralmente modelado
por um processo de média movel. Neste trabalho,
os parametros do modelo foram estimados via mi-
nimos quadrados estendidos, processo no qual o
ruido é modelado por um processo média moével
(MA), estimado pelo residuo. Tal estimador foi
utilizado visando evitar a polarizagao na estima-
cdo. A funcdo F* pode representar uma grande
variedade de funcgoes, incluindo fungoes lineares.
Neste artigo, F* é restrita a funcdes polinomiais,
lineares ou nao.

2.2 Determinacdao da FEstrutura via FRR

A taxa de redugdo de erro - ERR (do inglés
Error Reduction Ratio) é uma das técnicas uti-
lizadas para deteccao de estruturas de modelos
NARX polinomiais. Tal técnica baseia-se no erro
dinamico de predicao, quando visto um passo a
frente, associando cada termo candidato a um in-
dice correspondente a contribuicao na explicagao
da variancia dos dados de saida do sistema. A va-
riancia dos dados de saida pode ser definida como:

1 N
var[(k)] = Aim o [yTy - ZlgfﬂzTQZ] » (2)
i=
em que g; indica cada elemento do vetor de para-
metros g, §; representa os regressores do modelo
ortogonal associado e y representa a série tempo-
ral dos dados de saida e N o tamanho da série. O
modelo ortogonal associado pode ser obtido por
meio de transformacoes de Householder do mo-
delo original.

Caso nenhum termo fosse acrescentado ao mo-
delo, a variancia £(k) seria exatamente igual ao
erro quadrético de saida (N = 0). A cada termo
acrescentado ao modelo, a variancia decresce um
valor de + (gZw] w;), sendo w; o regressor incluido
e g; o respectivo parametro ortogonal associado
(Aguirre, 2007). O fator de redugéo da varidncia
devido a inclusao de um dado termo pode ser nor-
malizada em relacao ao erro quadratico médio do
sinal de saida. Deste modo, tem-se a ERR como
sendo:

giwl w;)

_
[ERR] = 7Ty (3)

A taxa de redugao de erro pode ser utilizada
para quantificar cada regressor, ou seja, qual a
parcela de cada regressor na contribuicao da redu-
¢ao da variancia dos residuos. Contudo, acredita-
se que o nimero de termos que devem ser inseridos
no modelo nao possa ser determinado por esta téc-
nica, sendo necessario a utilizagao de uma técnica
auxiliar como o critério de informacao de Akaike

(AIC).

2.8 O Critério de Informacao de Akaike - AIC

Alguns dos procedimentos que podem ser uti-
lizados para a determinacao do niimero de termos
que devem ser inclusos no modelo sao os crité-
rios de informagao. Especificamente, o critério de
informagao de Akaike fornece o nimero de regres-
sores que devem ser inclusos no modelo, de forma
que o mesmo represente de forma adequada o sis-
tema. Quando aplicada em conjunto com a ERR
(que classifica os termos de modo hierdrquico),
pode fornecer um modelo, baseado em dados di-
namicos, para representar um sistema.

De acordo com esta técnica, o niimero de ter-
mos de um modelo deve minimizar a funcao custo

AIC:

AIC = Nlog(var[¢(k)]) + 2ng, (4)

em que N é o tamanho da série temporal dos da-
dos de identificagdo, ng o nimero de regressores
candidatos ao modelo e var[¢(k)] é a varidncia do
erro dindmico de modelagem (residuos ou erro de
predicao um passo a frente). O resultado obtido
pelo AIC pode ser visto como um nimero dtimo
de termos que devem ser inseridos no modelo do
sistema (Barbosa et al., 2010; Nepomuceno, 2002).

Porém, ressalta-se como grande fator limi-
tante das técnicas (ERR e AIC) a utilizac¢ao exclu-
siva de dados dinamicos e das informacoes ali con-
tidas, para a quantificagao da contribuigao de cada
regressor e do numero de regressores a serem utili-
zados na composicao do modelo final. Conjectura-
se que a inclusao de demais informacoes acerca do
sistema, ao se estimar o modelo, permita a ob-
tencao de modelos mais globais e representativos,
validos em uma faixa de operac¢ao mais ampla.

Ademais, o desenvolvimento de técnicas ca-
pazes de considerar diferentes caracteristicas do
sistema pode ser também justificada pelo fato de
existirem sistemas em que nao se pode coletar da-
dos com informagoes dinamicas suficientes para
compor um modelo. Ademais, muitas vezes os
dados estao contaminados por ruidos com relagao
sinal-ruido muito baixa. Assim sendo, busca-se al-
ternativas, de modo a possibilitar a obtencao de
modelos de sistemas, utilizando outras informa-
¢oes que nao dinamicas.



3 Critério de Informacao de Akaike
Multiobjetivo

Uma das principais caracteristicas de mode-
los NARX polinomiais é a sua relativa facilidade
de extragao de informagoes (ganho estdtico, curva
estdtica, pontos fixos) acerca do sistema, estima-
das pelo modelo. Nepomuceno et al. (2007) como
curva estatica, localizacao dos pontos fixos e ou-
tras informagoes podem ser estimadas por mode-
los NARX polinomiais, em funcao da multiplica-
¢ao de uma matriz de regressores pelo vetor de pa-
rametros. Nesse sentido, considerando a g—ésima
informacao y, ', estimada por g, o erro de esti-
magao (residuo) é dado por:

§q =Yg — Yq- (5)

O AIC, por sua vez, considera que existe ape-
nas uma informagao a ser considerada no modelo
(informagao dindmica). Dessa forma, busca esti-
mar um nuimero de termos dtimo a ser utilizado
no processo de modelagem. Nesse indice, tem-se
que a primeira parcela da equacao 4 é reduzida,
mediante a inclusao de regressores. Em contrapar-
tida, a segunda parcela cresce significativamente
(para o AIC, multiplicada por 2) com o aumento
do numero de termos. Assim, o AIC fornece um
nimero de termos a serem inseridos no modelo
com compromisso simultaneo entre complexidade
e reducao da variancia do residuo.

De forma andloga, buscou-se o desenvolvi-
mento de um critério que considerasse, além dos
residuos dinamicos, residuos referente as dife-
rentes caracteristicas do processo modelado. E
definido dessa forma o critério de informagao
de Akaike multiobjetivo (MAIC - Multiobjective
Akaike Information Criterion), expansao do cri-
tério de informacao de Akaike, como sendo:

MAIC(ng) = wiNiln(var{&})+---+ (6)
w, N In(var {£,}) + 2ng,
= 3 (wiNiln(var {&:})) + 2no,
1=1
sendo Y7, w; = 1 os pesos associados a cada

informacao, z o niamero de caracteristicas do pro-
cesso consideradas no processo de modelagem, NN;
o tamanho do i—ésimo vetor de residuos e ng o
nimero de termos incluidos. Importante notar,
que para o caso em que se considera apenas infor-
magao dinamica, tem-se wy; = 1 e a Equacao 6 se
torna equivalente a Equagao 4.

Do ponto de vista multiobjetivo, o niimero
ideal de termos se dd quando o indice MAIC é
minimizado. Isso significa que, com tal niimero

1Por exemplo, dados dindmicos, curva estética, ganho
estatico e localizagao dos pontos fixos.

de regressores, hd um compromisso mutuo ao mi-
nimizar a variancia dos residuos considerados e
ao escolher o modelo mais simples possivel, para
aquele conjunto de ponderacoes utilizado.

O fator 2, que pode ser alterado, foi mantido,
uma vez que o MAIC é a expansdo multiobjetivo
do AIC. E importante destacar que um conjunto
de solugoes eficientes podem ser obtidas, variando
o valor de w;. Ademais, o método permite, com
a variagao dos pesos, obter uma faixa de valores
na qual o tamanho do modelo deve ser inserido,
de modo a obter modelos representativos, conside-
rando diferentes aspectos do processo modelado.

4 Resultados

O MAIC sera aplicado neste trabalho na de-
terminagao do nimero de termos de um modelo
polinomial NARX para dois objetivos. Inicial-
mente, para ilustrar a aplicacio do MAIC a Fi-
gura 1 ilustra um processo de modelagem em que
o MAIC foi estimado 5 vezes, considerando 5 con-
juntos de pesos distintos. A principio, suponha
que sejam considerados dados dinamicos e estati-
cos no processo de modelagem. Nesse caso, para
um conjunto de pesos igualmente espacgados:

1 0
0,75 0,25
W =[Wp,Ws]=1| 050 050 |. (7)
0,25 0,75
0 1

Cada linha da matriz W, quando aplicada a
equacao 6, fornece um numero de termos que mi-
nimiza o indice MAIC (Figura 1, & esquerda). No
caso bi-objetivo considerado, cada solucao pode
ser mapeada em uma fronteira Pareto-6tima, em
que os funcionais F; e Fy sao relativos aos erros
quadraticos dinamico e estatico, respectivamente.

Para o caso hipotético considerado, um mo-
delo com um numero de regressores entre 2 <
ng < 9 seria dtimo de acordo com as informacoes
utilizadas para identificagdo. Sendo assim, o pro-
cedimento de selegao de estruturas se segue, em
que se escolhe utilizando alguma técnica apropri-
ada (ERR, por exemplo) quais regressores serao
inseridos no processo.

Ap6s ilustrar o uso do MAIC, passa-se para
aplicacao da proposta para uma sistema real. Um
conversor CC-CC buck, excitado por um sinal
PRBS, foi utilizado para identificacao e verifica-
cao da técnica proposta. Tal sistema foi escolhido
por apresentar caracteristica estatica afim e dina-
mica nao-linear. Isso faz com que a modelagem,
de um ponto de vista global, considerando diferen-
tes aspectos e caracteristicas do sistema, se torne
complexa. Os regressores foram selecionados por
meio da ERR, sendo o niimero de regressores de
cada modelo estimado pelo MAIC.
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Figura 1: Representacao grafica do MAIC. O grafico a esquerda mostra a solugao minima do MAIC para
um conjunto de ponderagoes. A direita, o mapeamento em sua respectiva curva Pareto-6timo.

Considerou-se para a presente aplicacao a in-
corporacgao de informacoes estaticas e dinamicas
no modelo. Portanto, o MAIC (expresso pela
equagdo 6) é definido para o caso bi-objetivo,
como:

MAIC(ny) = wpNpln(var{plh) + (3)

ws Nsln(var {£s}) + 2ny,

em que o subindice D se refere a informacao dina-
mica e S se refere a informacao estatica.

A fim de avaliar o comportamento da técnica
em diferentes pontos de operacao, escolheu-se pe-
sos linearmente espagados para wp e wg, sendo
tais valores apresentados na equagao 7.

Do critério de informacao de Akaike mono-
objetivo, considera-se o ponto de dobra, ou o va-
lor de minimo, como sendo uma boa estimativa
para o nimero de termos do modelo. A Figura
2 apresenta os valores de minimos para as curvas
da Figura 3, sendo o primeiro ponto da curva re-
ferente ao pares de pesos (wg = 1,wp = 0), até
o tultimo ponto, com 9 regressores, para 0s pesos
(ws = 0,wp = 1).

Como pode-se observar, para o conjunto de
pesos investigado obtém-se modelos com 1, 4 e
9 regressores, os quais minimizam o indice MAIC,
para diferentes combinagoes de pesos. Um aspecto
bastante interessante é que tal ferramenta fornece,
baseado na variagoes dos pesos, uma faixa na qual
o tamanho do modelo deve ser inserido, de modo
a compor um modelo fiel ao sistema. No presente
caso, um modelo representativo, do ponto de vista
estatico e dinamico, seriam modelos com, no ma-
ximo, 9 regressores.

Portanto, trés modelos foram selecionados a
partir do MAIC e ERR. Os modelos com 1, 4 ¢ 9
regressores, sao definidos a seguir.

yi(k) = 0,9998y(k —1)
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Figura 2: Solugdo minima do MAIC para as pon-
deragoes apresentadas na Figura 3.
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Figura 3: Valores do MAIC para um conjunto
de ponderagoes. De baixo para cima, as ponde-
ragoes estdticas e dindmicas: [Wp,Ws| = [(1;0),
(0,75;0,25), (0,50;0,50), (0,25;0,75), (0;1)].



2,2574y(k — 1) — 0,6369y(k — 2)
—0,0331y(k — 1)* — 0,4200u(k — 1)?

ys(k) = —1,3299y(k — 1) — 0,5648y(k — 2)
40,2568y (k — 1)? 4 24,0242u(k — 1)?
40,2285y (k — 2)?

—0,4548y(k — 2)y(k — 1)
+170,9235 + 0,7591u(k — 1)y(k — 1)
—125,4085u(k — 1)

As Figuras 4 e 5 ilustram os comportamentos
dindmico e estatico dos modelos selecionados. O
modelo y; apresentou um elevado erro para simu-
lacao dinamica, porém o ajuste estatico foi pre-
ciso. Por outro lado, o modelo y3 apresentou um
bom ajuste dinamico e uma aproximacao estatica
ruim. Os dois modelos, y; e y3, representam os
extremos da curva Pareto (ver Figura 1). Uma
desempenho intermedidrio foi obtido com o mo-
delo y2, modelo de quatro termos.

O desempenho dos modelos sao quantificados
pelos indices RMSE (estatico e dindmico)? e custo
quadratico dinamico e estatico. Os valores de tais
indices, ilustrados nas Figuras 6 e 7, mostram cla-
ramente que pode existir um modelo intermedia-
rio, que represente, simultaneamente, caracteristi-
cas dinamicas e estaticas de um sistema.
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Figura 4: Simulagao livres. y, sao os dados de
validagao, y1 a resposta do modelo com um termo,
12 0 modelo com quatro termos e y3 o modelo com
nove termos.

5 Conclusao

O presente trabalho apresentou uma formula-
¢ao para o critério de informacao de Akaike mul-
tiobjetivo, MAIC. A formulagdo proposta é uma

2Para detalhes mateméticos dos indices, veja (Martins
et al., 2012)

Figura 5: Resposta estatica. y, sao os dados de
validacgao, y1 a resposta do modelo com um termo,
15 0 modelo com quatro termos e y3 0 modelo com
nove termos.
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Figura 6: Indices RMSE estético e dinamico dos
modelos y1, y2 € ys3.

x10*

Y1

0.5F
o o

—©
0 100 200 300 400 500 600 700

Figura 7: Custos quadraticos estatico e dinamico
dos modelos.



extensao multiobjetivo do AIC e permite um au-
xilio adicional na etapa da selecao de estruturas
de modelos polinomiais.

A proposta foi ilustrada por meio de um exem-
plo experimental, em que dois objetivos foram
considerados: minimizar simultaneamente erros
dinamico e estdtico. Incorporar a informacao da
curva estatica fez com que o modelo fosse melhor
representado. Ou seja, a um baixo custo no de-
sempenho dinamico, obteve-se um modelo com um
caracteristica estatica melhor ajustada.

Uma vez que nao se conhece o modelo ori-
ginal do sistema, nao é possivel afirmar que um
conjunto de regressores sao verdadeiros ou nao.
Contudo, pode-se concluir, que a possibilidade de
incorporar outras informagoes é um beneficio adi-
cional e pode proporcionar modelos mais gerais.

Algumas questdes ainda devem ser investiga-
das, dentre elas, destaca-se duas possibilidades. A
primeira consiste em verificar a melhor forma de
distribuir o peso de cada objetivo e a segunda,
definir uma metodologia para tomada de decisao
quando o critério de informagao multiobjetivo su-
gere o0 uso de mais de um modelo.
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