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Abstract— This paper shows the robust D-LQI concepts using multivariable models also considering the
suitability solution to robust design parameters. This work shows that it is possible to use the D-LQI MIMO
models taking into account constraints obtained commonly criteria known in classical control. The example
application is the linear dual tank. The simulation results are obtained using MATLAB and optimization tools

SEDUMI and Yalmip.
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Resumo— Este artigo mostra a aplicagdo dos conceitos de D-LQI robusto em modelos multivaridveis conside-
rando também a adequagao da solugdo robusta aos parametros de projeto. Este trabalho mostra que é possivel
utilizar o D-LQI em modelos MIMO levando-se em consideragao restrigoes obtidas por meio de critérios simples
amplamente conhecidos no controle cldssico. O exemplo de aplicacdo é o tanque duplo linear. Os resultados de
simulacao sao obtidos via MATLAB através das ferramentas de otimizagao SEDUMI e Yalmip.

Palavras-chave— Controle Multivaridvel, Controle Robusto, D-Estabilidade, Otimizacao LMIs.

1 Introdugao

A teoria de controle robusto via LMIs estd re-
cebendo cada vez mais atengao nos ultimos con-
gressos e simpdsios brasileiros, apresentando so-
lugoes para varios tipos de problemas de andlise,
desempenho e sintese de sistemas lineares incer-
tos. As desigualdades matriciais lineares (LMIs),
como sao conhecidas, podem ser trabalhadas atra-
vés de diversos métodos de otimizagao. Podem ser
citadas como exemplo a programagao quadratica
semi definida e a otimizagao convexa.

O trabalho de Ghaoui et al. (1992) faz a ané-
lise do processo de otimizacao via LMIs do LQR.
Tal processo de otimizagao é utilizado nos traba-
lhos de Ko et al. (2006),0lalla et al. (2009) e Leite
et al. (2011). O conceito de LMIs é classicamente
conhecido em Boyd et al. (1994), que é a principal
referéncia no assunto juntamente com o livro de
Gahinet et al. (1995), publicada logo depois.

O artigo de Chilali and Gahinet (1996) propoe
o uso do controle H,, com uso de restri¢oes via
D-estabilidade, permitindo assim a adequagao de
uma solucao robusta aos parametros desejados de
projeto.

O trabalho de Costa, Pinto, Campos and
do Nascimento (2012) faz o uso da D-Alocagao
de polos robusta numa planta multivariavel, ade-

quando o modelo robusto as condicoes desejadas
de projeto.

O artigo de Costa, Campos, Reis, Bascope
and Pinto (2012) aplica os conceitos do D-LQI
robusto em conversores de poténcia tipo dc-dc.

Este trabalho visa a aplicagao dos conceitos de
D-LQI robusto em modelos multivaridveis consi-
derando também a adequacao da solugao robusta
aos parametros de projeto de acordo com o traba-
lho de Costa, Pinto, Campos and do Nascimento
(2012). O exemplo de aplicagao é feito por simu-
lacao no tanque duplo linear, que é utilizado por
Leite et al. (2011). Este trabalho mostra que é
possivel utilizar o D-LQI em modelos MIMO le-
vando em consideragao restrigoes que facam o mo-
delo atender especificagbes de desempenho como
overshoot e tempo de estabilizacao por meio de
critérios simples amplamente conhecido no con-
trole classico.

2 Estratégia de controle proposta

2.1 Conceitos de dinamica de estabilidade dese-
jada

Seja uma funcao de transferéncia de 2* ordem do
tipo
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que é o modelo da fungao de transferéncia dese-
jada em malha fechada no modelo SISO. O mo-
delo (1) define uma funcdo de transferéncia esta-
vel e desejada, em que w, é a frequéncia natural
e ( é o coeficiente de amortecimento. A obten-
¢ao de w, e de ( é alcancada com as seguintes
expressoes(Shahian and Hassul, 1993):
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em que POS é a Porcentagem de Owvershoot, Ts
é o tempo de estabilizacao em 98%. Além disso,
(2) definem as raizes do modelo desejado em (1),
tal que s12 = —0p £ jwg, sendo que o, = (wy,
e wg = wpy/1—C2. Além disso, outra notacao
bastante conhecida das raizes de (1), é a nota-
cao fasorial, em que s;o = wne % sendo que
0 =7 — cos~1((), que sdo utilizadas para definir
os limites da regiao de estabilidade otimizada por
desigualdades matriciais lineares (LMIs), além de
expandir o conceito da regiao de estabilidade para
o sistema MIMO.

3 Estratégia de controle aplicado ao
modelo

A Figura 1 mostra o diagrama de blocos da to-
pologia de controle no espago de estados do servo-
mecanismo com agao integral (Ogata, 2011), (Dorf
and Bishop, 2008).

Figura 1: Servomecanismo de agao integral.

Com base na Figura 1 e Ko et al. (2006), tem-
se o seguinte modelo no espaco de estados:
i = A# + Bu, (3)

sendo

A A
i-|

As expressoes (4) e (5) sdo necessarias para ob-
tencao do controlador de realimentacao de esta-
dos expandido, de acordo com a Fig. 1, o sinal de

controle é dado por

u=-Ket+KiE=—[ K —Kp ] { “z } - —Ki.
(7)

A representacdo em malha fechada é formada por

& = Apsi + By, ()
Yy = Cmff%a

em que

A ._| A-BK BEK
mf~ | —(C-DK) DK; |’

0 9
Bmf—|:l 5 ()
Cnms=1](C—-DK) DK ].

Em (8), r é a entrada de referéncia ou rastreio.
A varidvel u é a varidvel de controle.

3.1 Andlise politopica e incertezas no processo

Para se entender como a estratégia de controle iréd
agir na resposta do sistema controlado, deve-se
considerar a existéncia das incertezas dominantes
no processo. Tais incertezas podem ser modeladas
utilizando a modelagem politépica, em que os pa-
rametros do processo variam de acordo com uma
faixa definida em projeto.

Segundo Palhares and Gongalves (2008), poli-
topos consistem num conjunto poliedral limitado.
Politopo é uma casca convexa de um conjunto fi-
nito de vértices , sendo que todo elemento no poli-
topo pode ser gerado pela combinagao convexa dos
seus vértices. Para avaliar se o modelo politopico
é robusto, deve-se analisar o modelo controlado
com as incertezas extraidas no processo. Diz-se
que a estabilidade do sistema é robusta se este
é capaz de garantir a estabilidade mesmo diante
das incertezas existentes no processo. Para este
caso,0 critério usado é o de sensibilidade comple-
mentar. Em Shahian and Hassul (1993), afirma-
se que, para garantir a robustez as incertezas do
processo, o sistema deve admitir a rejeigao de dis-
turbios e a supressdo de ruidos. As ferramentas
utilizadas para fazer tais andlises sao a fungao de
transferéncia de sensibilidade complementar e as
incertezas multiplicativas. A funcao sensibilidade
complementar é dada por

T(s) = G(s)K(s) [ + G()K(s)) ", (10)

em que G(s) é fungao de transferéncia do modelo
do processo e K(s) é a fungdo de transferéncia do
controlador. A funcao T(s) é também conhecida
como a funcao de transferéncia de malha fechada
de %‘3, sendo y(s) a saida e r(s) é a referencia de
rastrelo.

Cita-se ainda que a andlise de robustez em um
sistema incerto deve garantir a estabilidade das




pertubagoes de incertezas aditivas ou multiplica-
tivas. Isto é justificado pelo teorema do ganho mi-
nimo. Segundo Dorf and Bishop (2008) e Shahian
and Hassul (1993), uma pertubagao multiplicativa

é dada por
Am(s) = (gg; - 1) , (1)

em que A,,(s) é o simbolo da incerteza multiplica-
tiva e G(s) é o modelo com incertezas. Com base
em Dorf and Bishop (2008) e Shahian and Hassul
(1993), a perturbagao é limitada em magnitude,
supondo que G(s) e G(s) tenham o mesmo ni-
mero de polos no semiplano s da direita. Logo a
estabilidade néo se altera se

AL (w)| < , w € [—oo,400], (12)
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para andlise com incertezas multiplicativas. O
modelo de andlise de estabilidade robusta pode ser
feito tanto usando incertezas aditivas como mul-
tiplicativas. No entanto, para uso mais pratico,
a analise por incertezas multiplicativas é mais c6-
moda, pois usa-se apenas a funcao T, ja que nao
é pratico obter o K(s) em servomecanismos com
acao integral. Para este trabalho, é utilizada a
andlise por incertezas multiplicativas via incerte-
zas paramétricas.

3.2 Conceitos basicos de LMI e D-FEstabilidade

Uma desigualdade matricial linear(Linear Matric
Inequalities - LMI) é uma varidvel € R™ descrita
pela seguinte expressdo(Boyd et al., 1994):

F(x) = Fy+ ZxF >0, (13)
k=1

em que F(x) é uma funcdo afim, em que F; €
R»*™ 4 = (,...,m sao matrizes simétricas semi-
definidas positivas. Umas das suas caracteristicas
é apresentar o formato simétrico em suas matri-
zes. A expressdo em (13) consiste numa restri-
¢ao convexa, isto é, o conjunto z|F'(z) > 0 é con-
vexo. Em (13) é mostrada como é aplicada o con-
ceito de politopos no processo de restrigao LMI.
O conceito de estabilidade LMI pode ser definido
pela desigualdade de Lyapunov generalizada dada
por Boyd et al. (1994) e Palhares and Gongalves
(2008):
in, tr{P}
P>0

(AlP+PA;)) < —-Q,i€[l,n],n €N

(14)
em que P é a matriz de estabilidade simétrica.
O processo de estabilizagdo pode ser aplicado
fazendo-se a transformada de similaridade em P,
substituindo-se A por A — BK e fazendo-se Y =
KP em (14).

sujeitoa :

A teoria de Lyapunov também é estendida
para tratar problemas de D-Estabilidade. Isto é
conhecido como regides LMI (Chilali and Gahi-
net, 1996). Uma regido LMI é uma regiao convexa
no plano complexo, simétrica com respeito ao eixo
real, definida por:

D2 {zeC|L+2zM+zM <0}, (15)

sendo L = L' e M matrizes reais. De (15), pode-
se fazer diversos tipos de restrigao no plano com-
plexo. Desta definicao é feita a estabilizacao por
alocagao de polos aplicado por Palhares and Gon-
calves (2008).

3.8 Controle D-LQI robusto via LMI

O controle LQI com D-Estabilidade LMI, o D-LQI
utiliza-se da minimizacao sistemética do indice de
desempenho, definido por

oo
JrLor = / (2'QZ + v Ru)dt, (16)
0

em que LQI é o controle LQR com o servomeca-
nismo de agao integral. O indice de desempenho
(16) é adaptado para desigualdades matriciais li-
neares conforme Ghaoui et al. (1992) e aplicado
por Ko et al. (2006) e Olalla et al. (2009). Po-
rém o processo de D-Estabilidade da ao LQI uma
solugao robusta e otimizada considerando-se as li-
mitagoes fisicas de projeto e considerando-se seus
efeitos de regime em malha fechada, neste caso sao
utilizados o overshoot e o tempo de acomodagao
do modelo.

A Figura 2 mostra a aplicagdo LQI otimizada
via LMI com D-Estabilidade, o D-LQI. Observa-
se que a regiao estavel que pode ser obtida pela
otimizacao LQI é limitada pelos critérios de D-
estabilidade, neste caso 0 ¢ e 0 6, que sao critérios
obtidos via o Quershoot e o tempo de estabiliza-
¢ao.

Regido Ao
Desejada
D-LQI

\

Figura 2: Regiao desejada aplicada ao LQI com
D-Estabilidade .

Portanto, K é dado pelos seguintes processos
LMIs em (17).
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(17)
para i =1—n, sendon =4, em que K = YP!
e que

T = (4P - BY) + (AP - Biy)/ :
T, = (/L»P - Biy) - (AZP - Biy)/ .

O modelo em malha fechada segue as expressoes
mostradas em (9), sendo que a ordem da matriz
de ponderacao Q ¢ igual a matriz A e a ordem da
matriz R ¢ igual ao nimero de colunas da matriz

B.

4 Exemplo de Aplicagao

A Figura 3 mostra o modelo de um tanque duplo
linear. As entradas do tanque sdo variacoes das
vazoes medidas u; e uz em (m?®/s). As saidas do
processo sao as variagoes de altura hy e hy. Hy €
H, sado as alturas médias das colunas no tanque
em (m). Qui e Quz sdo as vazoes médias de en-
trada do tanque e @1, Q2 sdo as vazoes médias
de transicao nos tubos de conexoes. A expressao
do tanque segue o mesmo modelo apresentado por
Bachur et al. (2010).

Qu;+uy Quytu,
H+hy ki Ho+hy k>
A J—a | l—
—_— —_—
Qitas Q:tq2

Figura 3: Sistema de controle de nivel de 2 tan-
ques.

O modelo matematico do duplo tanque da Fi-
gura 3 é dado por:

B EEI
K fHZﬂ
v=10

(18)

Jr

8“3;} (19)

Sabe-se que as dreas das secgbes dos tanques
sio Ay = Ay, = 5m?, segundo Bachur et al.
(2010). Admite-se uma faixa de imprecisdo de
0,15 < k1 < 0,25 e de 0,2 < ky < 0,3, como
apresentado também por Bachur et al. (2010). Es-
sas faixas de imprecisdo podem ser modeladas por
incertezas politopicas. Deste modo, tais impre-
cisoes sao incorporadas ao processo de resolucao
via LMIs. A estratégia de controle D-LQI visa &
minimizacao do indice de desempenho mediante a
escolha dos parametros de ponderacao Q e R além
da restricao via D-estabilidade.

O tempo de simulagao do processo é de 400
segundos. A altura de referéncia h; é escolhida
de 0,2m até o tempo ¢t = 200s.Em seguida, é re-
duzida para 0,15m de t = 200s em diante. No
mesmo instante, a altura de referéncia hs é esco-
lhida de 0, 1m até o tempo t = 200s, em seguida,
é alterada para 0,15m do t = 200s em diante. As
matrizes de ponderacao escolhidas foram:

10 0 0
01 0 0 100 0
@=100 01 o0 GR[ 0 100}
00 0 01

(20)
Para o dimensionamento do processo de restrigoes,
fez-se 0 POS = 1% e o Ts = 60s, de modo que
hi = op = 0,0667ras/s e 6 = 34,30°. Do proce-
dimento de otimizacao foram obtidos os seguintes
ganhos de realimentacao de estados:

I [ 1,2884 0,1614 —0,1135 0,0036
PLRI =1 01590 1,0600 0,0038 —0,1154
(21)
em que
1,2884 0,1614
K= [ 0,1590 1,0600} (22)
(§]
—0,1135  0,0036
K[ 0,0038 —0,1154} (23)

conforme (17).

Observa-se ainda que os valores de o dos auto-
valores de malha fechada sao superiores, em mo-
dulo, ao de o,, em que 0,144 > o, e 0,1408 >
op respectivamente. Além disso, os angulos de
fase sao inferiores ao limite projetado aos quais
14,59deg < 6 e 23,60deg < 6 respectivamente,
comprovando a factibilidade no processo de oti-
mizacao.

Além disso, através da andlise de robustez do
processo, foi obtido o modelo de incertezas através
de (11), e utilizando a fungao sigma do MATLAB
sao obtidos as curvas via SVD'’s.

Na Figura 4, observa-se que a resposta ¢é
bem mais rdpida que a restrigao projetada com
POS = 1% e T, = 60s. De acordo com a Figura



4, o overshoot é de cerca de 1% e tempo de esta-
bilizagao é de 40s, isso considerando uma pertur-
bacao tanto no estado de medigao como na saida
de 0,1%, sendo entao o ruido tipo branco.
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Figura 4: Resposta de regime das curvas da vari-
acao de altura.

A Figura 5 mostra o sinal de controle do tan-
que duplo. Vé-se que os efeitos das perturbagoes
sao mais atuantes no sinal de controle que propri-
amente na saida do processo. Observa-se ainda
um sobressinal nos primeiros 50s do periodo de
simulagao. Isto ocorre devido as caracteristicas
do modelo e o esfor¢co do atuador de garantir a
resposta degrau desejada.

VAZOES DO TANQUE

q, (ms)
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Figura 5: Sinal de controle das vazoes do tanque.

Analisando-se a Figura 6, vé-se que o sistema
é estavelmente robusto, pois nao existe nenhum
cruzamento entre as incertezas multiplicativas e a
curva do inverso da co-sensibilidade.

5 Conclusoes

Os resultados obtidos comprovaram que a estra-
tégia de controle D-LQI via LMIs é eficaz como
controle robusto. Isto por que é capaz de incluir
caracteristicas referentes 4 imprecisao do processo,

Anélise de Robustez
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80 - - MW |

Amplitude (dB)

80l

~100—
10 10

10’
Frequéncia (Hz)

Figura 6: Anédlise da estabilidade robusta do con-
trolador via SVD.

além de ser possivel o uso de restricoes que ga-
rantam que o processo alcangard os parametros
desejados de projeto. Esta vantagem torna o con-
trole D-LQI via LMIs uma poderosa estratégia na
otimizagao de solugoes de controle robusto. Os
resolvedores YALMIP e SEDUMI séo ferramen-
tas conhecidas bastante eficazes para o processa-
mento desses calculos no software computacional
MATLAB/Simulink.
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