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Abstract— Using linear matrix inequalities (LMIs), sufficient conditions for the existence of fixed controllers
that guarantee the robust D-stability of polytopic linear systems via state-derivative feedback are proposed. The
LMIs conditions are obtained by means of a parameter-dependent Lyapunov function (PDLF). In the context
of uncertain systems, the use of PDLF allows, in the most of the time, to solve a problem when a common
quadratic Lyapunov function (CQLF) does not solve. A numerical example illustrates the efficiency of the result
presented.
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Resumo— Utilizando desigualdades matriciais lineares (LMIs, acrônimo inglês para Linear Matrix Inequali-

ties), neste trabalho são propostas condições suficientes para a existência de controladores estáticos que garantem
a D-estabilidade robusta de sistemas lineares politópicos através da realimentação derivativa. As condições LMIs
são obtidas a partir de uma função de Lyapunov dependente de parâmetros (PDLF). No contexto de sistemas
incertos, a utilização de uma PDLF permite, na maioria das vezes, solucionar problemas quando uma função de
Lyapunov quadrática comum (CQLF) falha. Um exemplo numérico ilustra a eficiência do resultado apresentado.
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1 Introdução

Em alguns projetos práticos, por exemplo, no con-
trole de sistemas vibratórios, pode ocorrer que o sinal da
derivada de segunda ordem (aceleração) de uma variá-
vel de estado (posição), obtido a partir de sensores do
tipo acelerômetros, seja mensurado mais facilmente do
que o sinal de estado. A partir do sinal da aceleração é
possível reconstruir o sinal da velocidade com boa pre-
cisão, mas não o sinal de deslocamento (Abdelaziz and
Valášek, 2004). Logo, os sinais da aceleração e da veloci-
dade podem ser usados na realimentação desses processos,
esses sinais são as derivadas da velocidade e do desloca-
mento que podem representar os estados do sistema.

Devido a sua estrutura simples e ao baixo custo ope-
racional, acelerômetros têm sido utilizados para a solução
de vários tipos de problemas (Kwak et al., 2002b; Reith-
meier and Leitmann, 2003; Duan et al., 2005). Ainda,
existem vários trabalhos, publicados nos últimos anos,
que abordam técnicas de controle baseadas na realimen-
tação da derivada do vetor de estado (realimentação de-
rivativa). Por exemplo, (Kwak et al., 2002a) apresentam
o projeto de um regulador linear quadrático (LQR, acrô-
nimo inglês para Linear Quadratic Regulator). (Cardim
et al., 2007) oferecem uma forma de obter o controla-
dor da realimentação derivativa a partir da realimen-
tação de estados usual. Uma investigação sobre a es-
tabilizabilidade e robustez da estabilidade, incluindo a
fragilidade, pode ser ser vista no trabalho de (Michiels
et al., 2009). Projetos de controladores realizados com
desigualdades matriciais lineares (LMIs, acrônimo inglês
para Linear Matrix Inequalities) podem ser vistos em
(Assunção et al., 2007; da Silva et al., 2012; da Silva
et al., 2011a).

Estratégias via LMIs são fundamentadas no critério
de estabilidade segundo Lyapunov e possuem certas van-
tagens como, por exemplo, simplicidade no tratamento de
incertezas no modelo e facilidade de incluir índices de de-
sempenho na abordagem do problema (Boyd et al., 1994).

Seguindo esse critério, neste trabalho são apresenta-
das condições suficientes baseadas em LMIs para a síntese
de controladores robustos estáticos que asseguram a D-
estabilidade de sistemas lineares sujeitos a falhas estrutu-
rais no modelo. Tais falhas são representadas através de
incertezas de tipo politópicas. Simulações digitais consi-
derando falhas no modelo dinâmico podem ser vistas, por
exemplo, em (Faria et al., 2009; Faria et al., 2010; da Silva
et al., 2011a; da Silva et al., 2011b).

Posicionando os autovalores dentro da região D es-
tipulada em projeto, além de assegurar a estabilidade do
sistema, o projetista garante especificações de desempe-
nho como taxa de decaimento, porcentagem de overshoot
e tempo de subida, alcançando assim respostas transi-
tórias satisfatórias ao sistema em malha fechada (Leite
et al., 2004).

Definição 1.1 Dada uma região D do semiplano es-
querdo complexo. Uma matriz A ∈ R

n×n é dita D-
estável se todos os seus autovalores estão contidos na re-
gião D(Chilali and Gahinet, 1996).

A definição acima vem de um resultado clássico apre-
sentado em (Chilali and Gahinet, 1996), onde é demons-
trado que certas regiões do semiplano complexo nega-
tivo podem ser caracterizadas por LMIs. Nessa direção,
(Faria et al., 2009) estendem um estudo envolvendo o
projeto de controladores de sistemas lineares incertos ou
não via realimentação derivativa. Uma técnica para a
D-estabilidade de sistemas descritores sujeitos a falhas
estruturais, com realimentação derivativa, pode ser vista



em (Assunção et al., 2008). Os resultados apresentados
em (Faria et al., 2009; Assunção et al., 2008) abordam
formulações LMIs clássicas, fundamentadas na existência
de uma função de Lyapunov quadrática comum (CQLF,
acrônimo inglês para Common Quadratic Lyapunov Func-
tion) para garantir a estabilidade do sistema.

No entanto, neste trabalho, utiliza-se uma função
de Lyapunov dependente de parâmetros (PDLF, acrô-
nimo inglês para Parameter-Dependent Lyapunov Func-
tion) para o projeto da D-estabilidade robusta via re-
alimentação derivativa. Uma vantagem em utilizar uma
PDLF é que, na maior parte das ocasiões, existe a possibi-
lidade de obter um ganho D-estabilizante robusto quando
o projeto utilizando uma CQLF falha, i.e., pode-se conse-
guir condições de estabilidade menos conservadoras com
a utilização de uma PDLF (da Silva et al., 2011a; da Silva
et al., 2012).

Durante o texto usa-se as seguintes notações: M > 0
é usada para representar matrizes definidas positivas e
de modo equivalente M < 0 representa matrizes defini-
das negativas; (T ) indica transposição de um vetor ou
matriz; (−T ) indica a inversa de uma matriz transposta;
diag(·, ·, . . . , ·) indica uma matriz diagonal de dimensões
adequadas e He{A} := A + AT . A eficiência do método
proposto é ilustrada através de um exemplo numérico.

2 Realimentação derivativa em sistemas
lineares incertos

Considere um sistema linear contínuo no tempo des-
crito por

ẋ(t) = A(α)x(t) + B(α)u(t), (1)

sendo A(α) ∈ R
n×n e B(α) ∈ R

n×m matrizes que repre-
sentam a dinâmica do sistema incerto, x(t) ∈ R

n é o vetor
de estados e u(t) ∈ R

m é o vetor de entrada de controle.
As matrizes (A, B)(α) pertencem a um politopo re-

presentado por

(A, B)(α) =

r∑

i=1

αi(A, B)i, (2)

sendo r = 2φ, onde φ é o número de incertezas nas ma-
trizes (A, B)(α) e (A, B)i representam os vértices desse
politopo. Os parâmetros αi são constantes reais desco-
nhecidas, pertencentes a um simplex M dado por

M =

{
r∑

i=1
αi = 1, αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., r

}

. (3)

Embora α não dependa explicitamente do tempo, o
sistema incerto (1) pode possuir parâmetros variantes,
sendo admitidas taxas de variação suficientemente peque-
nas de forma a garantir o tempo de acomodação neces-
sário às perturbações oriundas de tais variações (Dahleh
and Dahleh, 1991; Leite et al., 2004).

Dessa forma, o sistema (1) pode ser representado pela
combinação convexa de seus vértices

ẋ(t) =

r∑

i=1

αi

(
Aix(t) + Biu(t)

)
. (4)

Supondo que os vértices do sistema (4) não apresen-
tam autovalores na origem

(
det(Ai) 6= 0, ∀i

)
(Abdelaziz

and Valášek, 2004). O objetivo é encontrar uma matriz

constante Kd ∈ R
m×n, tal que, ao realimentar o sistema

(4) com a entrada de controle

u(t) = −Kdẋ(t), (5)

o sistema em malha fechada, dado por (4) e (5), seja

D-estabilizável e a matriz

(

I +
r∑

i=1

αiBiKd

)

invertível.

Desse modo, o sistema em malha fechada pode ser repre-
sentado por

ẋ(t) =

(

I +

r∑

i=1

αiBiKd

)−1 r∑

i=1

αiAix(t), (6)

ou

r∑

i=1

αiAix(t) −

(

I +

r∑

i=1

αiBiKd

)

ẋ(t) = 0. (7)

sendo I ∈ R
n×n a matriz identidade.

Para a obtenção dos resultados, utiliza-se ao longo do
texto a Propriedade 2.1 e o Lema 2.1.

Propriedade 2.1 Para toda matriz H não simétrica
(
H 6= H T

)
, se H + H T < 0, então H é invertível

(Boyd et al., 1994).

Lema 2.1 (Lema de Finsler) Considere W ∈ R
2n,

D(α) ∈ R
2n×2n e B(α) ∈ R

n×2n com posto (B(α)) < n

e B(α)⊥ uma base para o espaço nulo de B(α) (isto é
B(α)B(α)⊥ = 0).

Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) W T D(α)W < 0, ∀W 6= 0, B(α)W = 0,

(ii) B(α)⊥T

D(α)B(α)⊥ < 0,

(iii) ∃ρ ∈ R : D(α) − ρB(α)T B(α) < 0,

(iv) ∃Q ∈ R
2n×n : D(α) + QB(α) + B(α)T QT < 0,

sendo ρ e Q variáveis adicionais (ou multiplicadoras).

Prova: Veja (Skelton et al., 1998). 2

O Lema 2.1 pode ser usado para evitar o produto
da matriz P da função de Lyapunov com as matrizes do
sistema (7), permitindo o uso de uma matriz de Lyapunov
dependente de parâmetros, Pi, i = 1, 2, ..., r, no projeto
dos controladores (Apkarian et al., 2001):

V
(
x(t), α

)
=x(t)T P (α)x(t)>0, P (α)=P (α)T ∈R

n×n, (8)

com P (α) =

r∑

i=1

αiPi e αi ∈ M . (9)

3 Condições para a D-estabilidade robusta

Para a formulação LMI, considere as seguintes substi-
tuições de variáveis (Chilali and Gahinet, 1996): r = ωn,
ζ = cos(θ) e γ = ζωn. A região de interesse para a aloca-
ção robusta é a região denominada S(γ, r, θ) de números
complexos x + yj que satisfazem:

S(γ, r, θ)={(a) x<−γ <0; (b) |x + yj|<r; (c) tan(θ)x<−|y|,

a restrição (a) representa um semiplano à esquerda da
reta vertical que passa pelo ponto (−γ, 0), com γ > 0,
a restrição (b) representa um disco centrado na origem
de raio r e a restrição (c) limita o argumento θ dos ele-
mentos do conjunto. A região S(γ, r, θ) pode ser vista na
Figura 1.
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Figura 1: Região S(γ, r, θ) para alocação de autovalores.

Quando os autovalores de um sistema de segunda or-
dem pertencem a região S(γ, r, θ), o sistema possui uma
taxa de decaimento γ mínima, coeficiente de amorteci-
mento ζ = cos(θ) mínimo, e frequência amortecida ωd =
r sin(θ) máxima (Chilali and Gahinet, 1996; Ebihara and
Hagiwara, 2004). Portanto, a região S(γ, r, θ) estabelece
limites para o overshoot (P O%) máximo, o tempo de su-
bida (ts) e o tempo de estabelecimento (te) (Ogata, 2003).

Para obtenção dos resultados são consideradas exten-
sões da Definição 1.1 e do Lema 3.1.

Lema 3.1 Considere um sistema linear autônomo

ẋ(t) = AN x(t). (10)

O sistema (10) é D-estável, na região S(γ, r, θ), se e so-
mente se, existir uma matriz simétrica Q ∈ R

n×n, tal
que, as LMIs abaixo sejam satisfeitas.

Q > 0, (I)

AN Q + QAT
N + 2γQ < 0, (II)

[
−rQ AN Q

QAT
N −rQ

]

< 0, (III)

[
sen(θ)(AN Q + QAT

N ) cos(θ)(AN Q − QAT
N )

cos(θ)(QAT
N − AN Q) sen(θ)(AN Q + QAT

N )

]

< 0. (IV)

Prova: Veja (Chilali and Gahinet, 1996). 2

Considerando AN = (I + BjKd)
−1

Ai, i, j =
1, 2, ..., r, (Faria et al., 2009) apresentam condições su-
ficientes, baseadas em CQLFs, para a D-estabilidade de
sistemas lineares incertos na região S(γ, r, θ) usando a
realimentação derivativa.

O interesse agora é estudar a D-estabilidade do
sistema incerto (7) na região S(γ, r, θ) utilizando uma
PDLF. Para a solução desse problema, condições suficien-
tes são propostas no Teorema 3.1. Para a demonstração
do teorema, o Lema 3.1 é essencial.

Teorema 3.1 Suponha que as matrizes Ai não possuam
autovalores nulos (det(Ai) 6= 0, i = 1, 2, ..., r.). Se-
jam γ > 0, r > 0 e θ > 0 números reais conheci-
dos, o sistema (7) é D-estabilizável, na região S(γ, r, θ),
com ganho Kd = GL−T , se existirem matrizes simétricas
Qi ∈ R

n×n, matrizes G ∈ R
m×n e L ∈ R

n×n satisfazendo
as LMIs (11).

Qi > 0, ∀i, (11a)

[
2γQi + AiLT + LAT

i

Qi − L − GT BT

i
+ AiLT

Qi − LT − BiG + LAT

i

−
(

LT + L
)

−
(

BiG + GT BT

i

)

]

<0,

(11b)

[
−rQi + AiLT + LAT

i

−L − GT BT

i
+ AiLT

0n×n

−LT − BiG + LAT

i
0n×n

−
(

LT + L
)

−
(

BiG + GT BT

i

)
Qi

Qi −rQi

]

<0,

(11c)







sen(θ)
(

AiLT + LAT

i

)
sen(θ)

(
Qi − LT

− BiG + LAT

i

)

sen(θ)
(

Qi + AiLT
− L − GT BT

i

)
sen(θ)

(
−LT

− BiG − L − GT BT

i

)

cos(θ)
(

Qi + AiLT + L + GT BT

i

)
cos(θ)

(
−LT

− BiG + L + GT BT

i

)

cos(θ)
(

AiLT
− LAT

i

)
cos(θ)

(
−Qi − LT

− BiG − LAT

i

)

cos(θ)
(

Qi + LT + BiG + LAT

i

)
cos(θ)

(
−AiLT + LAT

i

)

cos(θ)
(

LT + BiG − L − GT BT

i

)
cos(θ)

(
−Qi − AiLT

− L − GT BT

i

)

sen(θ)
(

−LT
− BiG − L − GT BT

i

)
sen(θ)

(
Qi + AiLT

− L − GT BT

i

)

sen(θ)
(

Qi − LT
− BiG + LAT

i

)
sen(θ)

(
AiLT + LAT

i

)







< 0.

(11d)

Prova: A demonstração do Teorema 3.1 é formada por
três partes, isto é, cada LMI é provada individualmente.

(Parte 1 - LMI (11b)) Considerando as mudanças
de variáveis L = Z−1, G = KdZ−T e Qi = Z−1PiZ

−T

em (11b), segue (12).
[

2γZ−1PiZ−T + AiZ−T + Z−1AT

i

Z−1PiZ−T − Z−1 − Z−1KT

d
BT

i
+ AiZ−T

Z−1PiZ−T − Z−T − BiKdZ−T + Z−1AT

i

−
(

Z−T + Z−1
)

−
(

BiKdZ−T + Z−1KT

d
BT

i

)

]

< 0.

(12)

Multiplicando (12) à esquerda por diag(Z, Z) e à

direita por diag
(

ZT , ZT
)

, por αi e somando em i =

1, 2, ..., r, segue (13).

[
2γP (α) + ZA(α) + A(α)T ZT

P (α) − ZT − KT

d
B(α)T ZT + ZA(α)

P (α) − Z − ZB(α)Kd + A(α)T ZT

−
(

Z + ZT
)

−
(

ZB(α)Kd + KT

d
B(α)T ZT

)

]

< 0,

(13)

de −Z − ZT − ZB(α)Kd − Kd
T B(α)T

ZT < 0 ⇔

Z
(
I + B(α)Kd

)
+
(
I + B(α)Kd

)T
ZT > 0 e segundo a

Propriedade 2.1, conclui-se que Z
(
I + B(α)Kd

)
é inver-

tível, logo
(
I + B(α)Kd

)
e Z são invertíveis (essa dedução

se repete nas provas das LMIs (11c) e (11d)). Do item
(iv) do Lema 2.1, a desigualdade (13) pode ser reescrita
como (14).

[
2γP (α) P (α)

P (α) 0n×n

]

︸ ︷︷ ︸

D(α)

+He







[
Z
Z

]

︸ ︷︷ ︸

Q

[ A(α) −I − B(α)Kd ]
︸ ︷︷ ︸

B(α)







<0.

(14)
Agora, note que B(α)B(α)⊥ = 0n×n com

B(α)⊥ =
[

A(α)−1

(I + B(α)Kd)−1

]

. (15)

Pelo item (ii) do Lema 2.1 a equivalência é estabele-
cida

B(α)⊥
T

×

[
2γP (α) P (α)

P (α) 0n×n

]

︸ ︷︷ ︸

D(α)

×

[
A(α)−1

(I + B(α)Kd)−1

]

︸ ︷︷ ︸

B(α)⊥

<0,

(16)



ou,

A(α)−T 2γP (α)A(α)−1 + (I + B(α)Kd)−T P (α)A(α)−1

+A(α)−T P (α)(I + B(α)Kd)−1 < 0.
(17)

Multiplicando (17) à esquerda por A(α)T e à direita
por A(α), segue (18).

A(α)T (I + B(α)Kd)−T P (α)
+P (α)(I + B(α)Kd)−1A(α) + 2γP (α) < 0,

⇔ AT
N

P (α) + P (α)AN < −2γP (α).

(18)

Note que a desigualdade (18) é equivalente a desi-
gualdade (II), substituindo a matriz de Lyapunov Q por
P (α)−1, com αi ∈ M . Logo, quando a LMI (11b) é fac-
tível, o sistema (7), considerando o Lema 2.1, satisfaz a
desigualdade (II).

(Parte 2 - LMI (11c)) Os dois primeiros passos da
prova da LMI (11c) são semelhantes aos dois primeiros
passos da prova da LMI (11b). Em seguida, do item (iv)
do Lema 2.1, a desigualdade (11c) pode ser reescrita como
(19).

[
−rP (α) 0n×n 0n×n

0n×n 0n×n P (α)
0n×n P (α) −rP (α)

]

︸ ︷︷ ︸

D(α)

+He







[
Z
Z

0n×n

]

︸ ︷︷ ︸

Q

[ A(α) −I − B(α)Kd 0n×n ]
︸ ︷︷ ︸

B(α)







< 0.

(19)
Agora, note que B(α)B(α)⊥ = 0n×n com

B(α)⊥ =

[
A(α)−1 0n×n

(I + B(α)Kd)−1 0n×n

0n×n I

]

. (20)

Pelo item (ii) do Lema 2.1 a equivalência é estabele-
cida

B(α)⊥
T

×

[
−rP (α) 0n×n 0n×n

0n×n 0n×n P (α)
0n×n P (α) −rP (α)

]

︸ ︷︷ ︸

D(α)

×

[
A(α)−1 0n×n

(I + B(α)Kd)−1 0n×n

0n×n I

]

︸ ︷︷ ︸

B(α)⊥

< 0,

(21)
ou,

[
−A(α)−T

rP (α)A(α)−1 (I + B(α)Kd)−T P (α)
P (α)(I + B(α)Kd)−1 −rP (α)

]

< 0. (22)

Multiplicando (22) à esquerda por diag
(

A(α)
T

, I
)

e

à direita por diag (A(α), I), segue (23).

[
−rP (α) A(α)T (I + B(α)Kd)−T P (α)

P (α)(I + B(α)Kd)−1A(α) −rP (α)

]

<0,

⇔

[
−rP (α) AT

N
P (α)

P (α)AN −rP (α)

]

< 0.

(23)
Note que a desigualdade (23) é equivalente a desi-

gualdade (III), substituindo a matriz de Lyapunov Q por
P (α)−1, com αi ∈ M . Logo, quando a LMI (11c) é fac-
tível, o sistema (7), considerando o Lema 2.1, satisfaz a
desigualdade (III).

(Parte 3 - LMI (11d)) Os dois primeiros passos da
prova da LMI (11d) são semelhantes aos dois primeiros
passos da prova da LMI (11b). Em seguida, do item (iv)
do Lema 2.1, a desigualdade (11d) pode ser reescrita como
(24).

[ 0n×n sen(θ)P (α) cos(θ)P (α) 0n×n

sen(θ)P (α) 0n×n 0n×n − cos(θ)P (α)
cos(θ)P (α) 0n×n 0n×n sen(θ)P (α)

0n×n − cos(θ)P (α) sen(θ)P (α) 0n×n

]

︸ ︷︷ ︸

D(α)

+He







[
sen(θ)Z − cos(θ)Z
sen(θ)Z − cos(θ)Z
cos(θ)Z sen(θ)Z
cos(θ)Z sen(θ)Z

]

︸ ︷︷ ︸

Q

[
A(α) − (I + B(α)Kd) 0n×n 0n×n

0n×n 0n×n − (I + B(α)Kd) A(α)

]

︸ ︷︷ ︸

B(α)







< 0.

(24)

Agora, note que B(α)B(α)⊥ = 0n×n com

B(α)⊥ =





A(α)−1 0n×n

(I + B(α)Kd)−1 0n×n

0n×n (I + B(α)Kd)−1

0n×n A(α)−1



 . (25)

Pelo item (ii) do Lema 2.1 a equivalência é estabele-
cida

B(α)⊥
T

×

[
0n×n sen(θ)P (α) cos(θ)P (α) 0n×n

sen(θ)P (α) 0n×n 0n×n − cos(θ)P (α)
cos(θ)P (α) 0n×n 0n×n sen(θ)P (α)

0n×n − cos(θ)P (α) sen(θ)P (α) 0n×n

]

︸ ︷︷ ︸

D(α)

×





A(α)−1 0n×n

(I + B(α)Kd)−1 0n×n

0n×n (I + B(α)Kd)−1

0n×n A(α)−1





︸ ︷︷ ︸

B(α)⊥

< 0,

(26)
ou,
[

sen(θ)(I + B(α)Kd)−T P (α)A(α)−1 + sen(θ)A(α)−T P (α)(I + B(α)Kd)−1

cos(θ)(I + B(α)Kd)−T P (α)A(α)−1
− cos(θ)A(α)−T P (α)(I + B(α)Kd)−1

cos(θ)A(α)−T P (α)(I + B(α)Kd)−1
− cos(θ)(I + B(α)Kd)−T P (α)A(α)−1

sen(θ)A(α)−T P (α)(I + B(α)Kd)−1 + sen(θ)(I + B(α)Kd)−T P (α)A(α)−1

]

< 0.

(27)

Multiplicando (27) à esquerda por

diag
(

A(α)
T

, A(α)
T
)

e à direita por diag (A(α), A(α)),

segue (28).

[
sen(θ)

(
A(α)T (I + B(α)Kd)−T P (α) + P (α)(I + B(α)Kd)−1A(α)

)

cos(θ)
(

A(α)T (I + B(α)Kd)−T P (α) − P (α)(I + B(α)Kd)−1A(α)
)

cos(θ)
(

P (α)(I + B(α)Kd)−1A(α) − A(α)T (I + B(α)Kd)−T P (α)
)

sen(θ)
(

P (α)(I + B(α)Kd)−1A(α) + A(α)T (I + B(α)Kd)−T P (α)
)

]

<0,

⇔

[
sen(θ)

(
AT

N
P (α) + P (α)AN

)
cos(θ)

(
P (α)AN − AT

N
P (α)

)

cos(θ)
(

AT

N
P (α) − P (α)AN

)
sen(θ)

(
P (α)AN + AT

N
P (α)

)

]

<0.

(28)

Note que a desigualdade (28) é equivalente a desi-
gualdade (IV), substituindo a matriz de Lyapunov Q por
P (α)−1, com αi ∈ M . Logo, quando a LMI (11d) é fac-
tível, o sistema (7), considerando o Lema 2.1, satisfaz a
desigualdade (IV). 2

A eficiência da metodologia proposta é ilustrada na
solução do exemplo numérico a seguir.



4 Exemplo - Sistema de suspensão ativa de um
veículo

Considere o sistema de suspensão ativa dado na Fi-
gura 2 (Reithmeier and Leitmann, 2003).

ms

k2 b2

Mc

k1 b1

x2(t)

x1(t)

pneu

Acelerômetro (⇒ ẍ2(t))

Acelerômetro (⇒ ẍ1(t))

u2(t)

u1(t)

assento+motorista

Suspensão ativa do assento

Veículo

Suspensão ativa do veículo

Figura 2: Sistema de suspensão ativa de um veículo.

O modelo dinâmico pode ser representado pelo sis-
tema incerto (1), considerando:

[

A B
]
(α)=








0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

−k1−k2

Mc

k2

Mc

−b1−b2

Mc

b2

Mc

1
Mc

−1
Mc

k2

ms

−k2

ms

b2

ms

−b2

ms

0 1
ms







, (29)

O vetor de estados é definido por x(t) = [x1(t) x2(t)
x3(t) x4(t)]T , sendo que x3(t) = ẋ1(t) e x4(t) = ẋ2(t).

O sistema consiste em um veículo de massa Mc, um
assento e uma pessoa, cuja massa total é ms. As vi-
brações causadas por irregularidades na estrada podem
ser atenuadas pelo sistema de suspensão do veículo (mola
k1 e amortecedor b1). Mesmo assim, o motorista ainda
pode sentir um pouco de vibrações. Uma maneira de me-
lhorar o conforto do motorista é instalar um sistema de
suspensão ativa no seu assento (mola k2 e amortecedor
b2). Desta forma, pode-se diminuir as vibrações entre o
motorista (ms) e o chassi do veículo (Mc), modificando
as entradas de controle u1(t) e u2(t).

Considere Mc = 1500kg, ms = 120(kg) (motorista
+ assento (20kg)), b2 = 500Ns/m, k1 = 4 × 104N/m e
k2 = 5×103N/m (da Silva et al., 2011a). Ainda, suponha
que o amortecedor do veículo esteja sujeito a uma falha
estrutural, de tal forma que b1 = 2 × 103Ns/m enquanto
o amortecedor está funcionando normalmente e b1 = 0
após uma eventual quebra do amortecedor. Ou seja, o
parâmetro b1 é incerto e pertence ao intervalo 0 ≤ b1 ≤
2 × 103(Ns/m).

Para a solução numérica das LMIs foi utilizado o
software MatLab R© e o solver “SeDuMi” (Sturm, 1999).
As LMIs do Teorema 3.1 foram resolvidas considerando
γ = 0, 99, r = 2 e θ = 45◦, e o seguinte ganho robusto foi
projetado:

Kd = 104×

[
5, 2868 −0, 0347 1, 7180 −0, 0311

−0, 5760 0, 5760 −0, 2038 0, 1917

]

.

(30)
O comportamento dinâmico do sistema (29), para a

condição inicial de simulação x(0) = [0, 1 0, 3 0 0]T

e considerando o ganho Kd na entrada de controle (5),
pode ser visto na Figura 3.
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x1(t), b1 = 2 × 103Ns/m
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x2(t), b1 = 2 × 103Ns/m

x2(t), b1 = 0

Figura 3: Resposta transitória com Kd.

Pela Figura 3, nota-se que o controlador robusto pro-
jetado foi capaz de garantir estabilidade ao sistema de
suspensão ativa mesmo com a ocorrência de uma falha no
amortecedor. A Figura 4 exibe a localização dos autova-
lores dos vértices do sistema na região S(γ = 0, 99, r =
2, θ = 45◦).
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Figura 4: Localização dos autovalores dos vértices do sistema
(29), realimentado com (30) (×).

Observando a Figura 4, verifica-se que os autova-
lores do sistema controlado têm parte real menor que
−γ = −0, 99, módulo menor que r = 2 e os argumentos
pertencem ao intervalo [135o , 225o], definido pelo ângulo
θ = 45o. Logo, o sistema é D-estável na região S(γ, r, θ).

NOTA: Em exemplos testados, através de simulações
digitais, não foi possível obter valores de γ > 0, 99.

5 Conclusões

Condições suficientes baseadas em LMIs para o pro-
jeto de controladores de sistemas lineares incertos, ou su-
jeitos a falhas estruturais, usando a realimentação deri-
vativa foram propostas. O procedimento garante a D-
estabilidade robusta de autovalores em uma região prees-
tabelecida em projeto. Ainda, o emprego de uma PDLF
consegue-se, na maior parte dos casos, resultados menos
conservadores comparada com o método utilizando uma
CQLF. A técnica de controle proposta é particularmente
interessante para a aplicação em sistemas mecânicos, onde



sensores como acelerômetros têm sido utilizados para me-
dir os estados desses sistemas.
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