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Abstract— This paper addresses the problem of discretization of polytopic time-invariant continuous-time linear systems. To
circumvent the difficulty of dealing with the exponential of uncertain matrices, a new discretization method, based on Taylor series
expansion, is proposed. The resulting discrete-time uncertain system is described in terms of homogeneous polynomial matrices
of arbitrary degree with parameters lying in the unit simplex and an additive norm-bounded uncertainty which represents the
discretization residual error. Then, linear matrix inequality (LMI) based conditions for the synthesis of a stabilizing state feedback
control for discrete-time linear systems with polynomial dependence on the uncertain parameter and an additive norm-bounded
term are proposed. A numerical experiment illustrates the results and the advantages of the proposed discretization technique.

Keywords— Discretized linear systems, Taylor series expansions, Polytopic uncertainty, State feedback, Linear matrix inequal-
ities.

Resumo— Trata-se neste artigo do problema de discretização de sistemas politópicos lineares invariantes no tempo. Para evitar
a dificuldade de manipular exponenciais de matrizes incertas, propõe-se um novo método de discretização, baseado em expansões
de série de Taylor. O sistema resultante, incerto e discreto no tempo, é descrito em termos de matrizes polinomiais homogêneas
de grau arbitrário com parâmetros pertencentes ao simplex unitário e com uma incerteza aditiva limitada em norma que representa
o erro residual de discretização. Adicionalmente, apresentam-se condições LMI (do inglês Linear Matrix Inequalities) para a
síntese de controladores por realimentação de estados para sistemas lineares discretos com dependência polinomial nos parâmetros
incertos e com um termo adicional limitado em norma. Um exemplo numérico ilustra os resultados e as vantagens da técnica de
discretização proposta.

Palavras-chave— Sistemas lineares discretizados, Expansões por Séries de Taylor, Incerteza politópica, Realimentação de esta-
dos, Desigualdades matriciais lineares.

1 Introdução

Em sistemas de controle, a maioria dos sinais
de interesse, como entradas de comando, saídas dos
atuadores, leituras de sensores, é geralmente um si-
nal contínuo no tempo. Entretanto, com o avanço
da tecnologia digital e dos computadores, o uso de
controladores digitais tem sido amplamente dissemi-
nado (Ogata, 1995). De fato, os controladores digitais
possuem várias vantagens quando comparados com os
analógicos, como baixo custo de implementação e re-
plicação, flexibilidade, expansibilidade e simplicidade
de programação. Portanto, existe um crescente inte-
resse na modelagem de sistemas e projeto de contro-
ladores que utilizam metodologias baseadas em tempo
discreto.

Além disso, qualquer estratégia realística de mo-
delagem ou controle deve levar em conta a presença
de incertezas nos processos físicos. Tais incertezas po-
dem ocorrer devido às variações nos parâmetros, per-
turbações externas, ruído associado com a coleta de
informação ou medições, à precisão de sensores e atu-
adores, ou podem estar relacionadas às dinâmicas ne-
gligenciadas (Ackermann, 1993).

Neste artigo, que visa a síntese de controladores a
tempo discreto, utiliza-se um modelo discretizado que
ignora o comportamento do sistema nos intervalos en-
tre os períodos de amostragem (veja Hara et al. (1996)

para uma discussão mais detalhada dos diversos méto-
dos de síntese de controladores digitais). O primeiro
objetivo é propor um novo procedimento de discreti-
zação com tempo de amostragem constante para siste-
mas politópicos incertos. Na literatura, existem pou-
cos métodos que tratam a discretização desta classe de
sistemas. Por exemplo, em Shieh et al. (1998), utiliza-
se a fórmula de quadratura de Chebyshev para a mo-
delagem de sistemas incertos contínuos cujas matrizes
são intervalares. Contudo, esses métodos são apenas
aproximações e a discretização exata de sistemas in-
certos continua sendo um problema em aberto devido
à grande dificuldade de tratar com precisão exponenci-
ais de matrizes incertas. Geralmente, os artigos encon-
trados na literatura, discretizam os vértices do politopo
contínuo usando uma aproximação de primeira ordem
de Taylor, o que gera um politopo com dependência
afim nos parâmetros incertos, levando, em geral, a mo-
delos discretos imprecisos para períodos de amostra-
gem que não forem bem pequenos. Em seguida, uma
condição de projeto de controle para sistemas discre-
tos é empregada, como pode ser observado, por exem-
plo, em Kothare et al. (1996), Lee e Won (2006), mas
não há nenhuma garantia de que essa lei de controle
digital estabilize o sistema contínuo associado. Neste
artigo, propõe-se uma técnica, baseada na expansão
em séries de Taylor de grau ℓ arbitrário, que converte
o sistema politópico contínuo em um equivalente dis-



creto cujas matrizes são polinomiais homogêneas de
grau ℓ em parâmetros incertos pertencentes ao simplex
unitário, com um termo adicional limitado em norma.
Esse termo representa o erro residual de discretização,
que depende do grau utilizado na expansão da série de
Taylor, do tempo de amostragem e do domínio origi-
nal de incerteza. Um limitante superior para o erro re-
sidual é numericamente calculado por meio de varre-
dura exaustiva no domínio das incertezas. Além disso,
o procedimento proposto é sistematizado para prover
aproximações mais precisas com a elevação do grau da
série de Taylor, ao preço do aumento da complexidade
do sistema polinomial discreto. É importante mencio-
nar que, diferentemente dos métodos propostos na li-
teratura, o controlador projetado garante a estabilidade
do sistema contínuo pois o erro de discretização é le-
vado em consideração. Como contribuição adicional,
propõe-se uma nova condição de projeto de controla-
dores por realimentação de estados para sistemas poli-
nomiais discretos com uma incerteza aditiva limitada
em norma. A condição é formulada em termos de de-
sigualdades matriciais lineares (do inglês, Linear Ma-

trix Inequalities — LMIs) (Boyd et al., 1994) com um
parâmetro escalar ξ ∈ (−1,1), i.e., a condição torna-
se uma LMI para valores fixos de ξ . Se verificada,
a condição provê um ganho robusto e uma matriz de
Lyapunov com dependência polinomial de grau arbi-
trário nos parâmetros incertos que certifica a estabili-
dade em malha fechada dos sistemas contínuos e dis-
cretos. Um exemplo numérico ilustra as vantagens da
técnica de discretização proposta e mostra que resulta-
dos menos conservadores para a síntese de controlado-
res podem ser obtidos pela condição LMI apresentada
aplicando um procedimento de busca no parâmetro es-
calar ξ ∈ (−1,1) e com o aumento do grau da função
de Lyapunov utilizada.

2 Preliminares

Considere o sistema linear incerto contínuo no
tempo

ẋ(t) = E(α)x(t)+F(α)u(t) (1)

sendo x(t) ∈ R
nx os estados do sistema e u(t) ∈ R

nu

o sinal de controle. Deste modo, E(α) ∈ R
nx×nx e

F(α) ∈ R
nx×nu são as matrizes incertas do sistema e

pertencem a um domínio politópico, ou seja, podem
ser escritas como a combinação convexa de N vértices
conhecidos

(E,F)(α) =
N

∑
i=1

αi(Ei,Fi) (2)

e α é um parâmetro invariante no tempo pertencente
ao simplex unitário

ΛN =

{

λ ∈R
N :

N

∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, . . . ,N

}

.

O objetivo deste artigo é obter um modelo discreto
equivalente ao sistema (1), tão preciso quanto possí-
vel, para o projeto de controladores digitais que aces-
sem o estado x(t) nos instantes de amostragem kT ,

k = 1,2, . . ., sendo T um período de amostragem cons-
tante, e que produzam um sinal de controle u(t). O
procedimento de discretização proposto provê o se-
guinte modelo discreto incerto

x((k+1)T ) = A(α)x(kT )+B(α)u(kT ) (3)

em que A(α) e B(α) são as matrizes incertas do sis-
tema discretizado e α ∈ ΛN .

Para o desenvolvimento da condição LMI de es-
tabilizabilidade apresentada neste trabalho é utilizado
o seguinte lema.

Lema 1 Dados um escalar λ > 0 e matrizes M e N de

dimensões compatíveis, então

MN +N′M′ ≤ λMM′+λ−1N′N.

3 Discretização de sistemas incertos

Por meio da expansão em série de Taylor, propõe-
se um novo procedimento de discretização para o sis-
tema (1) utilizando um tempo de amostragem cons-
tante. O sistema discreto resultante possui matrizes no
espaço de estados que são polinômios homogêneos de
grau ℓ e um termo limitado em norma que representa
o erro proveniente do procedimento de discretização e
depende do grau ℓ da expansão da série, do tempo de
amostragem e dos valores do parâmetro incerto. Por-
tanto, as matrizes do sistema (3) podem ser escritas
como

A(α) = Aℓ(α)+∆Aℓ(α)

B(α) = Bℓ(α)+∆Bℓ(α)
(4)

com

Aℓ(α) =
ℓ

∑
j=0

E(α) j

j!
T j (5)

Bℓ(α) =
ℓ

∑
j=1

E(α) j−1

j!
T jF(α) (6)

e

∆Aℓ(α) = eE(α)T −Aℓ(α) (7)

∆Bℓ(α) =





T∫

0

eE(α)sds



F(α)−Bℓ(α) (8)

em que ∆Aℓ(α) e ∆Bℓ(α) são os resíduos da expan-
são em série de Taylor de ordem ℓ e T é o período de
amostragem. Como, no caso matricial, os produtos em
séries multinomiais são não comutativos, tem-se

E(α)q =

(
N

∑
i=1

αiEi

)q

= ∑
p∈P(q)

q

∏
i=1

αpi
Epi

= ∑
p∈P(q)

αp1 Ep1 · · ·αpq Epq

= ∑
p∈P(q)

αpEp, Ep = Ep1 · · ·Epq

= ∑
k∈K (q)

αk ∑
p∈R(k)

Ep (9)



em que, αk = αk1
1 αk2

2 · · ·αkN
N , k = (k1k2 · · ·kN), αp =

(αp1 ,αp2 , . . . ,αpq ), p = (p1 p2 · · · pq),

K (q),
{

k = (k1 · · ·kN) ∈N
N :

N

∑
j=1

k j = q, k j ≥ 0
}

,

P(q) é o conjunto de q-uplas obtidas como todas as
possíveis combinações de inteiros não negativos pi,
i = 1, . . . ,q, tais que pi ∈ {1, . . . ,N}, isto é,

P(q),
{

p ∈N
q : pi ∈ {1, . . . ,N}, i = 1, . . . ,q

}

e R(k), k ∈K (q), é o subconjunto de todas as q-uplas
p∈P(q) tal que o elemento j de p tem multiplicidade
k j, para j = 1, . . . ,N, i.e.,

R(k),
{

p ∈N
q : mp( j) = k j, j = 1, . . . ,N

}

sendo que mp( j) denota a multiplicidade do elemento
j em p.

Por definição, para N-uplas k, k′ tem-se k ≥ k′ se
ki ≥ k′i, i = 1, . . . ,N. Operações de soma k+ k′ e sub-
tração k−k′ (quando k′ ≤ k) são definidas componente
a componente. Considere ainda a N-upla ei definida
como um vetor nulo de N elementos com a i-ésima
componente igual a 1.

Usando as definições previamente apresentadas,
(5) pode ser reescrita como

Aℓ(α) = I +T E(α)+
T 2

2
E(α)2 + · · ·+

T ℓ

ℓ!
E(α)ℓ

=

(
N

∑
i=1

αi

)ℓ

I +T

(
N

∑
i=1

αi

)ℓ−1

E(α)

+
T 2

2

(
N

∑
i=1

αi

)ℓ−2

E(α)2 + · · ·+
T ℓ

ℓ!
E(α)ℓ

= ∑
k∈K (ℓ)

αk







ℓ!
k!

I +T ∑
k̂∈K (ℓ−1)

k�k̂

∑
i∈{1,...,N}

ki−k̂i>0

(ℓ−1)!

k̂!
Ei

+
T 2

2! ∑
k̂∈K (ℓ−2)

k�k̂

∑
p∈R(k−k̂)

(ℓ−2)!

k̂!
Ep + · · ·

+
T j

j! ∑
k̂∈K (ℓ− j)

k�k̂

∑
p∈R(k−k̂)

(ℓ− j)!

k̂!
Ep + · · ·

+
T ℓ

ℓ! ∑
p∈R(k)

Ep

)

, ∑
k∈K (ℓ)

αkAk (10)

e a matriz (6) como

Bℓ(α) = T F(α)+
T 2

2
E(α)F(α)+ · · ·+

T ℓ

ℓ!
E(α)ℓ−1F(α)

= T

(
N

∑
i=1

αi

)ℓ−1

F(α)+
T 2

2

(
N

∑
i=1

αi

)ℓ−2

E(α)F(α)

+ · · ·+
T ℓ

ℓ!
E(α)ℓ−1F(α)

= ∑
k∈K (ℓ)

αk







T ∑
k̂∈K (ℓ−1)

k�k̂

∑
i∈{1,...,N}

ki−k̂i>0

(ℓ−1)!

k̂!
Fi

+
T 2

2 ∑
k̂∈K (ℓ−2)

k�k̂

∑
i, j∈{1,...,N}

k−k̂−ei−e j�0

(ℓ−2)!

k̂!
EiFj + · · ·

+
T j

j! ∑
k̂∈K (ℓ− j)

k�k̂

∑
i∈{1,...,N}

ki−k̂i≻0

∑
p∈R(k−k̂−ei)

(ℓ− j)!

k̂!
EpFi

+ · · ·+
T ℓ

ℓ! ∑
i∈{1,...,N}

p∈R(k−ei)

EpFi







, ∑
k∈K (ℓ)

αkBk (11)

em que k! = k1!k2! · · ·kN!, Ak e Bk são os coeficientes
matriciais do sistema polinomial discretizado Aℓ(α) e
Bℓ(α).

Este método é uma aproximação de grau ℓ da dis-
cretização exata do sistema contínuo incerto. Assim é
necessário definir limitantes superiores δA e δB para a
norma dos termos incertos dados em (7) e (8). Neste
caso, pode-se definir

δA = sup
α∈ΛN

‖∆Aℓ(α)‖ , (12)

δB = sup
α∈ΛN

‖∆Bℓ(α)‖ . (13)

Estimativas para os limitantes δA e δB podem ser
calculadas por (12) e (13), respectivamente, realizando
uma busca em uma malha fina de valores de α ∈ ΛN .

4 Estabilização

Nesta seção, propõe-se uma nova condição LMI
de síntese de controladores para sistemas discretos de-
pendentes dos parâmetros de forma polinomial com
uma incerteza aditiva limitada em norma, seguindo as
mesmas linhas de Hetel et al. (2008).

Considere o seguinte sistema discretizado

x((k+1)T ) = (Aℓ(α)+∆Aℓ(α))x(kT )

+(Bℓ(α)+∆Bℓ(α))u(kT ) (14)

Definindo a lei de controle

u(t) = u(kT ) = Kx(kT ), t ∈ [kT, (k+1)T ] (15)

pode-se enunciar o seguinte teorema para a estabiliza-
ção do sistema (14) e, consequentemente, para (3).

Teorema 1 Se existir um grau g ∈ N, matrizes Wk ∈
R

nx×nx , k ∈K (g), G ∈R
nx×nx e Z ∈R

nu×nx , um grau

de relaxação de Pólya d ∈N, escalares positivos λA e

λB e um dado parâmetro escalar ξ ∈ (−1,1), tais que

as seguintes LMIs sejam verificadas

Sk = ∑
k̃∈K (d)

k≥k̃

d!

k̃!
Wk−k̃ > 0, ∀k ∈ K (g+d) (16)



Mk + ∑
k̂∈K (w−ℓ)

k≥k̂

Mkk̂ + ∑
k̄∈K (w−g)

k≥k̆

Mkk̆ < 0, ∀k ∈ K (w)

(17)
em que

Mk =
w!
k!







Θ ⋆ ⋆ ⋆
−ξ G −G−G′ ⋆ ⋆
ξ Z Z −λBI ⋆
ξ G G 0 −λAI






,

Mkk̂ =
(w− ℓ)!

k̂!








ξ
(

Āk−k̂G+G′Ā′
k−k̂

)

⋆ ⋆ ⋆

G′Ā′
k−k̂

0 ⋆ ⋆

0 0 0 ⋆
0 0 0 0







,

Mkk̆ =
(w−g)!

k̆!







−Wk−k̆ ⋆ ⋆ ⋆
0 Wk−k̆ 0 ⋆
0 0 0 ⋆
0 0 0 0






,

com Θ =
(
λAδ 2

A +λBδ 2
B

)
I, Āk = Ak + BkZG−1 e Ak

e Bk os coeficientes das matrizes Aℓ(α) e Bℓ(α) com

grau de aproximação ℓ∈N, w=max{g+d, ℓ+d}, e

δA e δB dados, respectivamente, por (12) e (13), então

K = ZG−1 é um ganho robusto por realimentação de

estados que estabiliza o sistema (14), e consequente-

mente, (3).

Prova: Primeiro, note que (α1 + · · ·+αN)
d = 1 para

qualquer d ∈ N, assim a matriz W (α) pode ser rees-
crita como

( N

∑
i=1

αi

)d

W (α) = ∑
k∈K (g+d)

αkSk. (18)

Portanto, se Sk > 0, k ∈ K (g+ d), então, W (α) >
0 verifica-se ∀α ∈ ΛN . Agora, definindo Am f (α) =

Aℓ(α)+Bℓ(α)ZG−1 e escolhendo

Q = diag
(
−W (α)+Θ,W (α),−λBI,−λAI

)
,

U =







Am f (α)
−I

K

I







′

, NU =







I 0 0
A′

m f (α) K′ I

0 I 0
0 0 I






,

V =







ξ I

I

0
0







′

, NV =







I 0 0
ξ I 0 0
0 I 0
0 0 I






,

em que NU e NV denotam bases arbitrárias do espaço
nulo de U e V respectivamente, tem-se que

Q+U ′G′V +V ′GU < 0 (19)

que é (17) multiplicada por αk, somada para todo k ∈
K (w). Essas condições são equivalentes, pelo Lema
da Projeção (Boyd et al., 1994; Gahinet e Apkarian,
1994), a

N′
V QNV = diag

((
ξ 2 −1

)
W (α)+Θ,−λBI,−λAI

)

< 0

(20)

que permite inferir os limitantes para o parâmetro
escalar ξ , pois do termo (1,1) de (20) tem-se que
(
ξ 2 −1

)
W (α)>

(
λAδ 2

A +λBδ 2
B

)
I e como W (α)> 0,

então ξ ∈ (−1,1).
Utilizando a segunda condição do Lema da Proje-

ção, tem-se






−W (α)+Θ ⋆ ⋆ ⋆
W (α)Am f (α)′ −W (α) ⋆ ⋆

0 KW (α) −λBI ⋆
0 W (α) 0 −λAI






< 0

(21)
que foi obtida de N′

U QNU e a utilização do comple-
mento de Schur no elemento (2,2). Se (21) for verifi-
cada, então a seguinte condição também o é





W (α)−λAδ 2
AI ⋆ ⋆

W (α)Am f (α)′ W (α) ⋆
0 W (α) λAI





︸ ︷︷ ︸

R

−λB





δBI

0
0









δBI

0
0





′

−λ−1
B





0
−W (α)K′

0









0
−W (α)K′

0





′

︸ ︷︷ ︸

N

> 0. (22)

Note que (22) foi obtida de (21) com o emprego do
complemento de Schur. Em seguida, utilizando o
Lema 1 e sabendo que ∆Bℓ(α)∆B′

ℓ(α)< δ 2
BI, tem-se

R−





∆Bℓ(α)
0
0



N −N′





∆Bℓ(α)
0
0





′

> 0 (23)

que é idêntica a




W (α)−λAδ 2
AI ⋆ ⋆

W (α)(Aℓ(α)+B(α)K)′ W (α) ⋆
0 W (α) λAI



> 0.

(24)
Repetindo o mesmo procedimento (primeiro apli-
cando o complemento de Schur e após o Lema 1), fi-
nalmente obtém-se

[
W (α) ⋆

W (α)(A(α)+B(α)K)′ W (α)

]

> 0. (25)

com A(α) e B(α), dadas em (4), certificando a estabi-
lidade do sistema (14) em malha fechada. 2

Note que ξ ∈ (−1,1) representa um grau de liber-
dade a ser explorado na busca de uma solução factível.
Neste caso, pode-se realizar uma busca linear em ξ , ou
simplesmente, testar um conjunto de valores.

Observação 1 Embora a estabilizabilidade de um
sistema discretizado incerto, não implique, no caso ge-
ral, na estabilizabilidade do sistema contínuo incerto
original, na abordagem proposta a lei de controle de
realimentação de estados (15) garante a estabilidade
do sistema contínuo incerto (1) em malha fechada, se o
erro de aproximação do procedimento de discretização
for levado em consideração. Seguindo a mesma linha
usada em Hetel et al. (2007), para qualquer α ∈ ΛN e



um dado período de amostragem T , a solução do sis-
tema linear (1) no intervalo t ∈ [kT, (k+ 1)T ] é dada
por

x(t) = eE(α)(t−kT )x(kT )+
∫ t−kT

0
eE(α)τ F(α)u(τ)dτ. (26)

Tomando o supremo de (26) e usando a desigualdade
triangular, tem-se

sup
t∈[kT, (k+1)T ]

‖x(t)‖≤ sup
t∈[kT, (k+1)T ]

∥
∥
∥eE(α)(t−kT )

∥
∥
∥‖x(kT )‖

+

∥
∥
∥
∥

∫ t−kT

0
eE(α)τ F(α)u(τ)dτ

∥
∥
∥
∥
. (27)

Como u(t) = u(kT ), para t ∈ [kT, (k+1)T ], u(τ) pode
sair da integral. Fazendo uma mudança de variáveis
q = t − kT , (27) pode ser reescrita como

sup
q∈[0, T ]

‖x(t)‖ ≤

(

sup
q∈[0, T ]

∥
∥Aℓq(α)

∥
∥+ sup

q∈[0, T ]

∥
∥
∥δAℓq

∥
∥
∥

)

‖x(kT )‖

+

(

sup
q∈[0, T ]

∥
∥Bℓq(α)

∥
∥+ sup

q∈[0, T ]

∥
∥
∥δBℓq

∥
∥
∥

)

‖u(kT )‖ ,

na qual os termos Aℓq(α) e Bℓq(α) são somatórios fi-
nitos dados em (5) e (6), com período de amostragem
igual a q, e δAℓq

e δBℓq
são sempre limitados, dados

em (7) e (8). Além disso, para o sistema em malha fe-
chada, x(kT ) e u(kT ) =Kx(kT ) tendem a zero quando
k → ∞. Então x(t)→ 0 quando t → ∞ e o sistema (1)
é assintoticamente estável em malha fechada com a lei
de controle (15).

5 Experimentos Numéricos

Nesta seção, são apresentadas comparações nu-
méricas entre o método de discretização proposto
neste artigo e outros métodos da literatura para rea-
limentação de estados de sistemas incertos, que fo-
ram implementados em Matlab, versão 7.10 (R2010a)
usando os pacotes Yalmip (Löfberg, 2004) e Se-
DuMi (Sturm, 1999).

Considere um sistema contínuo massa-mola dado
em Wie e Bernstein (1992)

ẋ(t) = E (c)x(t)+Fu(t) (28)

em que c ∈
[
3.6, 5.4

]
e

E (c) =







0 0 1 0
0 0 0 1

−c/2 c/2 0 0
c/3 −c/3 0 0






, F =







0
0

1/2
0






.

Ao avaliar a matriz dinâmica E (c) do sistema nos
valores extremos do parâmetro incerto c, obtém-se um
politopo de dois vértices. O objetivo neste exemplo é
projetar um controlador digital robusto por realimen-
tação de estados que assegure a estabilidade do sis-
tema contínuo incerto. Assim, os ganhos por reali-
mentação de estados são obtidos empregando a condi-
ção apresentada em de Oliveira et al. (1999) e o Teo-
rema 1 para modelos discretos obtidos de (10) e (11)

com ℓ = 1, 2, 3 e T = 0.5 s. Note que a condição
em de Oliveira et al. (1999) não considera a incerteza
aditiva gerada pelo modelo discreto e pode tratar ape-
nas sistemas politópicos, ou seja, apenas o caso ℓ= 1.
Em todos os testes, utilizaram-se matrizes de Lyapu-
nov W (α) com dependência afim (g = 1) nos parâme-
tros incertos.

Realizando uma discretização de primeira ordem
de Taylor nos vértices do sistema (28) e aplicando
o Teorema 3 de de Oliveira et al. (1999), encontra-
se um ganho robusto por realimentação de estados
que, embora estabilize o sistema discretizado, não
garante a estabilidade do sistema contínuo original,
pois não leva em consideração o erro de aproxima-
ção. Para ilustrar este caso, considere a simula-
ção temporal realizada em Simulink/Matlab com pa-
râmetros de entrada: α =

[
0.3908 0.6092

]
, x0 =

[
1 −2 3 −1

]′
e o ganho do controlador obtido

com o Teorema 3 em de Oliveira et al. (1999), cujas
trajetórias do sistema em malha fechada são apresen-
tadas na Figura 5. Como pode ser observado, o contro-
lador obtido com a condição proposta em de Oliveira
et al. (1999) não consegue estabilizar o sistema contí-
nuo incerto, embora estabilize o modelo discretizado
com ℓ= 1.

Neste ponto, é preciso enfatizar o papel crucial
desempenhado pelos limitantes dos erros de discreti-
zação δA e δB apresentados neste artigo. Para peque-
nos graus da aproximação de Taylor, os valores de δA

e δB são altos e a condição de síntese de controladores
por realimentação de estados (Teorema 1), em geral,
não produz um ganho estabilizante. Contudo, com o
aumento do grau ℓ da expansão em séries de Taylor,
os limitantes do erro são reduzidos como mostrado a
seguir:

δAℓ=1 = 0.7361, δAℓ=2 = 0.4120, δAℓ=3 = 0.0629,

δBℓ=1 = 0.0672, δBℓ=2 = 0.0322, δBℓ=3 = 0.0045.

Neste exemplo, apenas para ℓ ≥ 3 os valores de δA e
δB são suficientemente pequenos para permitir que o
Teorema 1 encontre soluções factíveis. Na Figura 5,
apresenta-se o resultado de uma simulação temporal
realizada em Simulink/Matlab para os mesmos valo-
res de α e x0 da Figura 5 com o controlador pro-
duzido pelo Teorema 1 para ℓ = 3, g = 1, d = 0,
ξ = 0, δA = 0.0629 e δB = 0.0045. Note que, neste
caso, o controlador projetado estabiliza o sistema con-
tínuo (28).

É importante destacar que, com o aumento do
grau de discretização ℓ e a busca no parâmetro esca-
lar ξ o conservadorismo dos resultados pode ser redu-
zido. Para ilustrar esse fato, considere que o parâme-
tro incerto do modelo c pertence ao intervalo [3.6, a],
e que o objetivo é avaliar o maior valor de a para o
qual o sistema continua estabilizável. Por exemplo,
para ℓ = 4 e ξ = 0, a pode variar até 9.8, contudo se
ℓ for escolhido igual a 5 e ξ = 0, este valor sobe para
16.6. Além disso, se for realizada uma busca no parâ-
metro escalar para este último grau, pode-se chegar a
um valor de a igual a 16.7.
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Figura 1: Trajetórias dos estados do sistema (28)
usando α = [0.3908 0.6092], x0 = [1 −3 2 −1]′:
(a) com o controlador obtido pelo Teorema 3
em de Oliveira et al. (1999) e uma aproximação de
primeira ordem (ℓ = 1) de Taylor; (b) com ganho de
realimentação fornecido pelo Teorema 1 com g = 1,
d = 0, ℓ= 3, ξ = 0, δA = 0.0629 e δB = 0.0045.

6 Conclusão

Neste artigo foi proposto um novo procedimento
de discretização para sistemas politópicos lineares in-
variantes no tempo baseado em expansão de séries de
Taylor. Usando um grau de aproximação adequado, o
sistema discreto resultante reproduz apropriadamente
o comportamento dinâmico do sistema contínuo. Adi-
cionalmente, novas condições para a síntese de contro-
ladores robustos por realimentação de estados para sis-
temas discretos incertos com dependência polinomial
nos parâmetros e com uma incerteza aditiva limitada
em norma foram propostas em termos de LMIs. Expe-
rimentos numéricos mostram que, diferentemente das
técnicas usuais baseadas em aproximações de primeira
ordem da série de Taylor, o método proposto pode pro-
ver controladores que estabilizam o sistema contínuo
original.
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