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Abstract— The strategy known as Predictive Control became a widespread option for applications in complex
multivariable systems containing restriction. In this strategy, at each sampling time, an optimization problem
must be solved in order to obtain the optimal value of control to be applied in the plant. Depending on the
complexity of the system being controlled, dynamics of the plant or the sampling time adopted, this optimization
problem may require high computational effort which may prohibitive for real-time implementation. This work
aims to study and implement the MPC strategy using multiparametric programming, by recasting of the control
problem that allows to obtain the solution of the control problem off-line. At the end, the proposal is illustrated
through real time implementation in a laboratory 3DOF helicopter.
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Resumo— A estratégia conhecida como Controle Preditivo (MPC) se tornou uma opgao bem disseminada em
aplicagbes para sistemas multivaridveis complexos que contém restrigoes. Nessa estratégia, a cada instante de
amostragem, um problema de otimizacdo deve ser solucionado no intuito de se obter o valor 6timo de controle
a ser aplicado na planta. Dependendo da complexidade do sistema a ser controlado, da dindmica da planta e
do tempo de amostragem escolhido, esse problema de otimizagao pode demandar elevado esforco computacional,
que pode ser proibitivo para implementacdo em tempo real. Este trabalho tem como objetivo implementar a
estratégia MPC utilizando programacgao multiparamétrica, mediante a reformulacdo do problema de controle de
forma que a solugdo do problema de controle seja obtida a priori. Ao final, a proposta é ilustrada por meio de

ensaio em tempo real em um helicéptero 3DOF de laboratério.

Palavras-chave— Controle Preditivo, Otimizacao Multiparamétrica, Toolbox de Otimizagao Multiparamé-

trica.

1 Introducao

A estratégia de controle preditivo baseado em mo-
delo (MPC, do inglés Model Predictive Control)
permite a inclusao de restri¢oes fisicas e operacio-
nais na formulagao do problema de controle. Por
este motivo, esta estratégia tem sido largamente
utilizada em variados setores industriais. O pri-
meiro algoritmo de controle surgiu na década de
80 (Richalet et al., 1978), atendendo necessidades
da industria de petréleo (Goodwin et al., 2012).
Atualmente, MPC’s podem ser encontrados nas
mais diversas aplicagoes, como por exemplo, apli-
cagoes aeronduticas (Chao et al., 2011), automoti-
vas (Del Re et al., 2010), sistemas biomédicos (Li
e Haddad, 2012), entre outras.

Nesta estratégia as agoes de controle sao esco-
lhidas em tempo real de forma a otimizar um de-
terminado indice de desempenho que inclui o com-
portamento futuro da planta, obtido por meio de
um modelo de predicao. A cada instante de amos-
tragem, a determinacao da sequéncia de controle
é realizada, medigoes e predigoes sao atualizadas
e o primeiro valor da sequéncia de controle 6timo
¢é aplicado ao sistema que esta sendo controlado.
Na solucao do problema de otimizacao diversos
métodos podem ser empregados.

Entretanto, as limitagoes principais da estra-
tégia MPC sao o esfor¢co computacional devido a
repetitiva solugao do problema de otimizacao e a
natureza implicita de malha fechada (Kouramas
et al., 2011). Com o objetivo de reduzir o es-

forco computacional e proporcionar uma anélise
das agoes 6timas adotadas pelo controlador pre-
ditivo, o problema de otimizacao pode ser re-
formulado utilizando programacao multiparamé-
trica. Tal procedimento reduz a tarefa de otimi-
zagao realizada a cada instante de amostragem a
um processo simples de avaliacao de funcoes com
o objetivo de identificar quais agoes de controle
devem ser adotadas (Dua et al., 2007).

Neste trabalho deseja-se empregar a estraté-
gia MPC com o emprego da técnica de programa-
¢ao multiparamétrica para o controle de um sis-
tema de dinamica rapida. O sistema de controle
deve ser formulado de forma a introduzir agao in-
tegral na malha de controle. O estudo de caso
adotado serd um helicéptero 3DOF de laboraté-
rio.

Este artigo estd assim dividido: a secao 2
apresenta a formulagao basica da estratégia MPC
e o problema de otimizacao quadratico associado;
a reformulacdo do problema e a solugao via pro-
gramacgao multiparamétrica corresponde aos tépi-
cos abordados na segdao 3; o helicéptero 3DOF
adotado como estudo de caso é apresentado na se-
¢ao 4: serd avaliado a possibilidade de se empregar
a formulagao MPC empregando programacao mul-
tiparamétrica a um sistema de dinamica rapida; a
secao 5 contém os resultados de implementagao
da estratégia e discussoes sobre os mesmos; final-
mente, apresentam-se conclusoes e propostas de
trabalhos futuros na segao 6.



1.1 Notacao

z(-) e R™: estado da planta;
H: matriz dinamica;

fz: resposta livre do sistema;
k: instante atual;

N e N: horizonte de predigao;

M € N: horizonte de controle;

e Q e R: matrizes de penalizagao do estado e
do controle - caso univariavel,

e Q e R: Matrizes bloco diagonal - caso multi-

variavel;

(-)*: valor 6timo da varidvel (-);

(A)(k +i|k): valor predito da varidvel (-) no
instante k + ¢ com base nas informacoes dis-
poniveis até o instante k;

A: multiplicadores de Lagrange;

¥ : todas as restricoes estao inativas;

< : nem todas as restrigoes estao inativas;

2 Formulagao de controle preditivo
adotada

Neste trabalho, o modelo de predigao da planta

utiliza uma representagao em espago de estados a

tempo discreto da forma:

x(k+1) = Az(k) + Bu(k) 1)
y(k) = Cx(k)

sendo xe R", u e RP, y e R4, A e R™"™ BeR™P,
C € R?™. Supode-se que o estado = seja medido
diretamente e que o par (A, B) seja controldvel.
A equagao de predicao para um horizonte de N
passos é dada por:

T=Hu+ f, (2)
sendo os vetores
Z(k+1|k) a(klk)
Z(k +2|k) a(k + 1)k)
= a(k+3lk) |,a=| a(k+2|k)
#(k + Nk) a(k+ N - 1[k)
e as matrizes,
B 0 0 ... 0
AB B 0 0
H=| A’B AB B 0],
AN-IB  AN=2B AN3B ... B
A
AQ

fo=®,-2(k), ®,=|A3

AN

Caso M < N, a matriz H resultante tera di-
mensao n- N x p- M. Neste caso, apés M passos
impoe-se o ultimo valor de controle. O controlador
preditivo é implementado na forma de regulador,
sendo que o problema de otimizagao com restri-
¢oes a ser solucionado no instante k consiste na
minimizacao de uma funcao de custo da forma

min  J(Z,0) =37 Q& + a' R
i € Rp-M
s.a T=Hu+ f, (3)
St <b

sendo Q e R matrizes de penalizagao dos estados
e do controle respectivamente. Q é uma matriz
bloco diagonal de dimensao n- N xn-N e R uma
matriz de dimensao p- M xp-M da seguinte forma:

Q =diag[@,Q...,Q], R=diag[R,R...,R]

sendo @ >0e R>0.

As restrigoes de desigualdade sao obtidas con-
forme (Maciejowski, 2002) e sdo impostas sobre o
controle e sobre o estado. S corresponde a uma
matriz de dimensao (2-p- M +2-n-M) xp-M
e b corresponde a um vetor coluna de dimensao
2pM+2-n-N)x1.

Dependendo do niimero de variaveis do pro-
blema, das restrigoes impostas ou do instante de
amostragem adotado no projeto, a solugao do pro-
blema de otimizagao (3) pode exigir elevado es-
forco computacional e com isso, hardware com
custo associado mais elevado para implementacao
da estratégia. Por esse fato, técnicas de otimi-
zagao para a solucao de problemas de otimiza-
¢ao com restrigoes ou reformulagoes do problema
que reduzam o esfor¢co computacional associado
sao relevantes para a implementacao da estraté-
gia MPC.

3 Reformulagao do problema de Controle

O problema de otimizac¢ao (3) pode ser reformu-
lado adotando os seguintes procedimentos. Ini-
cialmente, a restricao de igualdade, descrita pelo
modelo de predigao & = Hu + f, pode ser substi-
tuida na funcao de custo:

J(&,0) = (Hu+ f.)"Q(Hu+ f,) + 0" Ra
J()=aT (HTQH +R)a + 2(f,)T QHu+
(/)" Q(f2)
Completam-se os quadrados de forma con-
veniente para obtencao da seguinte equacao de
custo:
1
() = 5 (@~ D)IA(G+T)+ W

= %QTAﬁ +TTAG + %FTAP + U (4)



sendo evidente que:

A=2(HTQH +R)
I'=(H"QH+R)""H"Q(fx)

¥, que é um termo independente, nao afeta o
valor do custo minimo durante o procedimento de
otimizagao, por isso este termo pode ser eliminado
da equacao de custo. Dessa forma, para M < N,
A serd uma matriz p- M xp- M e I serd um vetor
p- M x 1. Define-se uma varidvel auxiliar z dada
por:

z=0+T (5)

Logo, o problema de otimizacao (3) pode ser
escrito de forma mais simples em fungao da nova
variavel z:

1
z = min {izTAz}

z

s.a Sz<b+ ST (6)

Observando o problema de otimizagao refor-
mulado para a varidvel z e sob a hipdtese de fac-
tibilidade, nota-se as seguintes propriedades:

1. E convexo, tendo em vista que a fungao obje-

tivo é convexa pois A é uma matriz positivo
definida ;

2. O conjunto definido por Sz < b+ST' é convexo,
pois as restrigoes sao lineares;

3. O custo é quadrético e as restrigdes sao line-
ares, sendo portanto fungoes diferencidveis;
4. Vale a condigao de Slater pois todas as res-
trigoes sdo lineares (Borelli et al., 2010);
Com essas propriedades, as condigoes de
Karush-Kuhn-Tucker sao satisfeitas para z* bem
como para o problema dual (A*,p*). Reescre-
vendo as condigoes para as variaveis definidas para
o problema de otimizacao reformulado, tem-se:

Az +STA =0 (

A (82" =b;=-8T)=0, i=1,...,m (
Ar20, i=1,....,m (7c

Sz¥<b+ ST (

onde o subscrito ¢ indica a i-ésima linha para
matrizes ou o i-ésimo elemento para vetores e
m=2-(p-M+n-N). Resolvendo a equagao (7a),
tem-se:

Z'=-AT ST (8)

Para as matrizes que definem o problema de
otimizagao reformulado, adota-se a notagao ;\, Se
b para as linhas da matriz que definem as restri-
¢oes que sao ativadas no processo de otimizacao e
anotacao A, S e b para as linhas da matriz que nao
sao ativadas durante a otimizagao. Caso nenhuma
das restrigoes ao longo do horizonte de predigao N
seja ativada, entao define-se A=0.

Pelas equagdes (7b), conclui-se que os multi-
plicadores de Lagrange das restricoes inativas sao
iguais a zero. Logo:

=0 (9)

Portanto, pode-se reescrever a equagao (8)
como: 5
2% =-ATTSTN (10)

Escrevendo as equagoes de folga complemen-
tar (7b) para o conjunto de restrigoes ativas:

Sz —b-8T=0 (11)

Substituindo z* (equagdo (10)) na equagao
(11) e resolvendo para A, tem-se:

A=—(SATST)H(b+ 8T) (12)

Substituindo este resultado em (10) resulta
em:

2" = 0, * (13)
T ATLST(SATESTY (b + ST, ©
Como existe uma relacdo entre z e 4 (equa-
¢ao (5)), a solucao do problema para a varidvel
original & pode ser expressa como:

I *
v= { D+ A'ST(SALSTY (b + 8T), ©
(14)
Por inspecao da solucao do problema apre-
sentada na equacao (14), percebe-se que @ corres-
ponde a uma fungao afim por partes do vetor de
estados z(k). Conclui-se entdo que para um dado
conjunto de restricoes ativas:

1. G, Q, R, S e por consequéncia A sdo constan-
tes, ou sejam, eles nao dependem de nenhuma
varidvel pertencente ao vetor de estados x(k);

2. f, é fungdo afim do vetor de estados z(k), o
que implica que T" é fungdo afim de z(k);

3. b também ¢ funcdo do vetor de estados z(k),
ja que bé funcao de f,. Assim, bé funcao
afim de z(k).

A fungdo afim ativa num determinado ins-
tante k é determinada a partir de (14) de acordo
com o conjunto de restrigoes ativas no problema
de otimizacao do referido instante. Dessa forma,
o conjunto de restrigoes define uma regiao no es-
pago de estados R™ para a qual um determinado
conjunto de restrigoes é ativa. Essa regiao pode
ser determinada a partir das equagoes (7¢) e (7d):

X2 (SA18T) b+ 5T) S0
(15a)
Sz* —b- ST 2 SA1ST(SA1ST) 1 (b+ ST)-

7d
b-ST <0
(15b)



Percebe-se assim que a reformulagao do pro-
blema original (3) utilizando programacao multi-
paramétrica sistematicamente divide o espaco de
estados em regioes caracteristicas delimitadas por
restrigoes ativas do problema de otimizacao, que
descrevem a factibilidade e caracteristicas de per-
formance do problema de otimizacao em fungao
de incertezas nos parametros do problema de oti-
mizagao (Borelli et al., 2010). Tal parcionamento
é obtido a priori e assim, como citado anterior-
mente, em tempo real a tarefa de otimizagao se
reduz a simples avaliacao de fungoes.

(Spjotvold, 2008; Tondel, 2003) citam vanta-
gens e desvantagens de formular o problema (3)
da forma (6) e solucioné-lo utilizando programa-
¢ao multiparamétrica. Algumas vantagens sio:

e A implementacao em tempo real nao neces-
sita de pacote computacional de otimizagao;

e A implementacao pode ser feita em hardware
de baixo custo;

e A exatiddo da solugéo pode ser verificada an-
tes da implementagao em tempo real, questao
fundamental para aplicacoes de seguranca cri-
ticas.

As principais desvantagens estao ligadas ao
rapido crescimento do ntimero de regioes envolvi-
das na lei de controle com o aumento no nimero
de varidveis de estado, o que limita essa formula-
¢do a problemas de pequeno porte (Tondel, 2003).
Na proxima secao apresenta-se o estudo de caso
considerado.

4 Planta Piloto

O estudo de caso aqui apresentado envolve o pro-
blema de controle de um helicéptero 3DOF de la-
boratério. O modelo inicial empregado no projeto
foi desenvolvido em (Lopes, 2007) e aprimorado
em (Maia, 2008). As varidveis de estado do mo-
delo sdo os angulos da arfagem (P 2 z1), elevacao
(E = x3) e deslocamento (T £ x5) e suas respec-
tivas taxas de variagao temporal (P 2 x3, E = 24
e T = x4), que na préatica sdo estimadas por meio
de filtros de primeira ordem. As duas entradas
(uq,u2) correspondem as tensoes aplicadas aos am-
plificadores de poténcia dos motores dianteiro e
traseiro do equipamento.

Como o interesse é controlar o movimento
de deslocamento do helicéptero, o modelo utili-
zado foi obtido mediante linearizagao em torno do
ponto de equilibrio como em (Pascoal, 2010) e dis-
cretizagao com periodo de amostragem 7' = 0,04s
(Maia, 2008). O modelo adotado para o projeto
do controlador preditivo corresponde a uma sim-
plificagao que despreza a pequena contribuicao dos
estados x2, 3,14 € das entradas ui,us. Como a
dinamica de deslocamento é fortemente influenci-
ada pela dinamica de arfagem, considera-se o es-
tado 1 como uma entrada. A simplificacao tem o

objetivo de diminuir o ntimero de partigoes resul-
tantes do problema de otimizagao multiparamé-
trica.

Com o objetivo de garantir erro de regime
nulo para o movimento de deslocamento, adiciona-
se um estado que corresponde ao erro de ras-
treamento acumulado (z7(k))(Kale e Chipperfi-
eld, 2005). Para isso, sdo repassados ao controla-
dor MPC o erro e a integral do erro de rastrea-
mento. O modelo adotado no projeto do contro-
lador preditivo em tempo discreto é apresentado
na equagao (16):

z5(k+1) 10,0396 0] [ =5(k)
z6(k+1) [=[0 0,9819 0f-| zs(k)
1‘7(k}+1) -1 0 1 ZE7(I€)
~0,0010
+[-0,0497 | - 21 (k)
0

(16)
O esquema de controle preditivo proposto é
demostrado por meio de um diagrama de blocos

na figura 1:
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Xs < . | Xaref
- Controlador

Dinamica de Preditivo

Deslocamento . (%s%s) | Explicito
)

X2

Controlador

Dinamica de
Arfagem Tensao nos Aﬂde
X1 Motores agem

(X1, Xz)

Figura 1: Relacao entre a dindmica de arfagem e
a de deslocamento.

O horizonte de controle adotado foi M igual
a 8 e o horizonte de predigdo N igual a 40. As
matrizes de penalizacao da trajetoria de estado e
do controle Q e R foram:

30 0 0
Q=0 50 0|, R=20
0 0 0.03

Adicionalmente, impde-se que o sinal de refe-
réncia 1,5 (vide figura 1) assuma valores entre
=15°< Z15¢p < 15°. Para obtencao do controlador
preditivo explicito foi empregado o toolboxr MPT

(Kvanisca et al., 2004) para Matlab© Nos en-
saios experimentais, foi utilizado o software Quarc
2.2 (Quanser Consulting) para controle em tempo
real.



5 Resultados

Adotando os parametros apresentados na segao
anterior, o controlador preditivo explicito resul-
tante apresentou 402 regioes.

Os sinais de referéncia para o movimento do
helicéptero sao apresentados na figura 2. Deseja-
se elevar o helicptero 20° (em relagao ao nivel da
mesa, o que corresponde a —7° em relagao a posi-
¢ao horizontal do helicéptero) e apds isso, realizar
manobras de 25° de deslocamento para ambos os
lados.
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Figura 2: Sinais para regulagao da planta e para
realizagao de manobras de 25° de deslocamento.

A figura 3 apresenta o angulo de desloca-
mento obtido adotando os parametros considera-
dos na secao 4. Percebe-se que o MPC projetado
conseguiu conduzir o erro a zero durante o ensaio.
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Figura 3: Angulo de Deslocamento (graus).

O sinal de referéncia z1,¢s respeita a restrigao
imposta de —15°< x5 < 15°(figura 4). Percebe-
se que o controlador preditivo explicito adota leis
de controle diferentes nas manobras realizadas em
t =100, t = 150 e t = 200 segundos do experimento,
ja que o controlador assume regioes da particao
do estado diferentes (figura 5). Isso ocorre por-
que para um degrau com amplitude igual a 50° o
controlador preditivo assume valores proximos a

restricao imposta que é de £15°. Nessa condigao,
o sistema de controle esta operando fora da regiao

linear.
1 ]
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Figura 4: Referéncia de Arfagem 1,05 (graus).
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Figura 5: Regioes assumidas pelo controlador pre-
ditivo.

Para essa referéncia de arfagem (figura 4),
a resposta da dinamica de arfagem resultante é
apresentada na figura 6. Percebe-se que o movi-
mento é réapido, indicando que o controlador pre-
ditivo proposto é agressivo na realizacao da tarefa
de controle.
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Figura 6: Angulo de Arfagem (graus).

Com o objetivo de quantificar o esfor¢o com-



putacional associado & formulagao empregada, o
tempo computacional gasto no ensaio foi obtido
e é apresentado na figura 7. Tal resultado indica
que o tempo de computagao é bem menor do que
o periodo de amostragem adotado no projeto do
sistema de controle.

x10*

0.8
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Tempo de Computagdo (s)

Figura 7: Tempo computacional (s) exigido na re-
alizacao do ensaio.

6 Conclusao

Neste trabalho, apresentou-se um estudo de caso
envolvendo a utilizagao de controle preditivo expli-
cito para realizacao de manobras em um helicép-
tero de laboratério. Experimentalmente, obser-
vou-se que a lei de controle demandava carga com-
putacional modesta, com tempo de calculo duas
ordens de grandeza menor do que o periodo de
amostragem empregado. Tal resultado comprova
a aplicabilidade desta técnica de MPC para siste-
mas de dinamica rapida.

Trabalhos futuros podem contemplar um es-
tudo mais apurado da influéncia dos parametros
N, M e das matrizes de ponderagao de estados na
complexidade do problema de otimizacao multi-
paramétrica resultante, bem como no desempenho
obtido em malha fechada.
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