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Abstract— Real-time applications of robust model predictive control (RMPC) with fast dynamics processes
may benefit from the use of formulations in which the most computationally demanding tasks are carried out
off-line. The present work is concerned with an RMPC approach in which the state space is partitioned into
asymptotically stable invariant ellipsoids associated to a sequence of feedback gain matrices. In order to achieve
robustness with respect to model uncertainties, the ellipsoids and associated gains are obtained by solving opti-
mization problems with linear matrix inequality constraints. These problems can be solved off-line, thus reducing
the computational workload required for real-time control. However, so far no systematic procedure for choosing
the state-space partition was proposed. This work proposes the use of a genetic algorithm to obtain an optimized
partition that satisfies sufficient conditions for robust stability. For illustration, a simulation study involving a
model of a bench-top helicopter is presented.

Keywords— Robust predictive control, Linear matrix inequalities, Genetic algorithms.

Resumo— Aplicagbes em tempo real de controle preditivo robusto (RMPC) com processos de dindmica ri-
pida podem se beneficiar do uso de formulagdes nas quais as tarefas computacionalmente mais custosas sejam
realizadas off-line. Este trabalho envolve uma abordagem de RMPC em que o espago de estados é particionado
em elipsoides invariantes assintoticamente estaveis associados a uma sequéncia de matrizes de ganhos de reali-
mentagdo. De modo a obter robustez com respeito a incertezas de modelo, os elipsoides e respectivos ganhos
sdo obtidos resolvendo-se problemas de otimizagdo com restricbes na forma de desigualdades matriciais linea-
res. Estes problemas podem ser resolvidos off-line, reduzindo a carga computacional requerida para o controle
em tempo real. Contudo, até agora nenhum procedimento sistematico havia sido desenvolvido para escolher a
particdo do espago de estados. Este trabalho propde o uso de um algoritmo genético para obter uma partigao
otimizada, satisfazendo condigoes suficientes para estabilidade robusta. A titulo de exemplo, apresenta-se um

estudo de simulagdo envolvendo o modelo de um helicéptero de bancada.

Palavras-chave— Controle preditivo robusto, Desigualdade matricial linear, Algoritmos genéticos.

1 Introdugao

O controle preditivo baseado em modelo (Model
Predictive Control, MPC) caracteriza-se pelo uso
de um modelo com o objetivo de prever as sai-
das do sistema em instantes futuros, dada uma
sequéncia de agoes de controle ajustadas de modo
a minimizar uma funcdo objetivo. Usualmente é
utilizado o conceito de horizonte retrocedente, em
que a cada instante de amostragem apenas a pri-
meira acao de controle da sequéncia calculada é
aplicada ao sistema. O processo de otimizagao é
entao repetido no instante seguinte a fim de se
utilizar informagao da realimentagdo (Camacho e
Bordons, 2004).

Estabilidade e atendimento a restrigoes po-
dem ser garantidas introduzindo-se elementos con-
venientes no problema de otimizagao a ser resol-
vido com horizonte retrocedente (Mayne et al.,
2000). Contudo, em geral tais garantias se apli-
cam ao caso nominal, assumindo casamento en-
tre o modelo de predicao e a dinamica da planta.
Nesse ambito, Kothare et al. (1996) propuseram
uma estratégia de MPC robusto (Robust Model
Predictive Control, RMPC) baseada em desigual-
dades matriciais lineares (Linear Matriz Inequali-
ties, LMIs) de modo a levar em conta incertezas

de modelo. Tal contribuigao se mostrou de grande
relevancia na area de MPC e teve desdobramentos
em vdrios trabalhos posteriores (Lee e Park, 2007),
(Wan e Kothare, 2008), (Ding et al., 2008).

Uma limitacao da abordagem proposta em
Kothare et al. (1996) era a elevada carga com-
putacional requerida para obtengao do controle
6timo a cada instante de amostragem, limitando
sua aplicacao a sistemas com dinamicas lentas.
Uma forma de contornar essa limitagao, apresen-
tada em Wan e Kothare (2003), consiste em se
particionar o espago de estados em uma sequéncia
de elipsoides invariantes assintoticamente estaveis
com matrizes de ganho associadas. Os elipsoides
e respectivos ganhos sao obtidos a partir de pro-
blemas de otimizagao com LMIs que podem ser
resolvidos off-line. Em tempo real, basta verifi-
car em qual elipsoide se encontra o estado e entao
empregar o ganho correspondente. No entanto,
a determinagao da particao do espago de estados
nao ¢é inteiramente automaética, sendo necessario
arbitrar um conjunto de pontos no espago a serem
utilizados na construgao dos elipsoides. Nenhum
procedimento sistematico para esse propdsito foi
descrito em Wan e Kothare (2003).

Nesse contexto, o presente trabalho propoe o
uso de um algoritmo genético para buscar uma



particao adequada do espaco de estados. Para
isso, procura-se minimizar o custo associado ao
uso da lei de controle resultante, satisfazendo si-
multaneamente uma condigao suficiente para esta-
bilidade robusta apresentada em Wan e Kothare
(2003). A titulo de exemplo, o método proposto
¢ ilustrado em um estudo envolvendo o modelo de
simulagao de um helicoptero de bancada.

2 Fundamentagao teérica: RMPC
empregando LMIs

Considera-se que a dinamica do sistema a ser con-
trolado seja descrita por um modelo da forma

z(k +1) = Az(k) + Bu(k), (1)

sendo u(k) € R? e z(k) € R™. As matrizes A €
R™*™ ¢ B € R™ P gdo supostas desconhecidas,
mas pertencentes a um politopo Q dado por

Q= Co{[A1 B1],[A2 Bo],...,[AL BLl}. (2)

2.1 RMPC sem restricoes

Seja o sistema descrito pela equacdo (1) com
[A B] € Q, como definido em (2). Na formula-
¢ao proposta em Kothare et al. (1996), a robus-
tez a incertezas do modelo é obtida resolvendo o
seguinte problema “min-max” a cada instante de
tempo k:

min max  Joo(k), (3)
u(k+ilk),i>0 [A B]eQ

sendo J (k) uma fungao de custo definida como

Joo(k) =Y [w(k +ilk)" Qua(k + il k)
=0

2

+u(k + i|k)" Ru(k + i|k)] (4)

com @7 > 0 e R > 0 matrizes de ponderagao
simétricas.

Para contornar a dificuldade de se resolver di-
retamente esse problema “min-max”, a proposta
apresentada em Kothare et al. (1996) consistia
em minimizar um limitante superior para o custo,
considerando uma lei de controle da forma u(k +
ilk) = Fa(k +i|k),s > 0, como estabelecido no
seguinte Teorema:

Teorema 1 Seja x(k) = xz(k|k) o estado do sis-
tema incerto (1) medido no instante de amostra-
gem k. Considere que o conjunto de incertezas
Q seja definido por wm politopo como em (2) e
que nao existam restricoes sobre as entradas e es-
tados da planta. FEntdo, um limitante superior
v para a fungdo de custo Joo(k) definida em (4)
€ minimizado empregando-se uma lei de controle
u(k +ilk) = Fa(k +ilk),i > 0, sendo F =Y Q™!

obtida por meio da solucao (se existir) do sequinte
problema de programagdao semidefinida:

. , .
.y (5)
sugeito a
1 x(k|k)T
o)y @ |70 (6)
Q  QAT+YTBT QQ\* YTRI
A;Q + B, Q 0 0
20 0 NI 0
RY2y 0 0 AT
>0, j=12,..., L.

(7)

A prova desse teorema pode ser encontrada em
Kothare et al. (1996).

2.2 RMPC com restrigcoes

Como mostrado em Kothare et al. (1996), restri-
¢oes na entrada da planta da forma

|ul(k+i|k)|§ul7m(m, 1>0,1=1,2,...,p (8)

podem ser impostas incluindo-se a seguinte LMI,
com uma varigvel adicional X = X7

[ )i(T g } >0, Ty < U} ppags L =1,2,...,p.
(9)
Finalmente, restrigoes de saida da forma:

(ke +ilk)] < Yrmaz, 121, 1=1,2,...,q. (10)

com y; = Ciz, C; € R'™™™, podem ser impostas
incluindo-se as seguintes LMIs:

Q (4,Q + ByY)T'Cf
CZ(A]'Q+BJ'Y)
1=1,2,...

>0

2 - Y
yl,maz

¢, J=1,2,..., L.
(11)

2.8 Formulagao off-line do RMPC empregando
LMIs

Por requerer a solugao on-line de um problema
de otimizagao a cada instante de amostragem, o
esfor¢o computacional para implementar o RMPC
descrito acima é elevado. Como alternativa, Wan
e Kothare (2003) apresentaram uma abordagem
em que a maior parte do cdlculos envolvidos na
obtencao da lei de controle é realizada de forma
off-line, isto é, antes da implementacao em tempo
real. Essa estratégia diminui significativamente o
custo computacional em tempo real do RMPC, o



que aumenta o seu campo de aplicacao a plantas
de dinamica mais rapida.

Para apresentar essa abordagem off-line, é ne-
cessario introduzir o conceito de elipsoides invari-
antes assintoticamente estéveis:

Definicao 1 Dado um sistema dinamico discreto
x(k + 1) = f(xz(k)), um subconjunto & =
{x e R"|zTQ 'z < 1} do espaco de estados R™ ¢é
dito ser um elipsoide invariante assintoticamente
estdvel, se possui a propriedade que, sempre que
z(k1) € &, entao z(k) € & para todos k > ki e
x(k) = 0 quando k — oo.

Lema 1 Considere um sistema em malha fechada
compreendendo uma planta (1) com controle
u(k) = YQ ta(k), sendo Y e Q™1 obtidos como
no Teorema 1 para um dado estado inicial x(0).
Entdo, o conjunto § = {z € R"[zTQ e <1} €
um elipsoide invariante assintoticamente estdvel.

Para um sistema com restricao na entrada da
forma (8) e estado inicial z(0) distante da ori-
gem, o elipsoide resultante podera estar associ-
ado a uma matriz de realimentagdo com ganhos
excessivamente pequenos. Porém, nao é neces-
sario manter essa matriz de realimentagao cons-
tante conforme o estado converge para a origem
(Kothare et al., 1996). Adicionando elipsoides um
dentro do outro, é possivel escolher uma familia
de matrizes de realimentagao a serem usadas de
acordo com a distancia entre o estado e a origem
(Wan e Kothare, 2003), definida como sendo a
norma ponderada ||z|[g-1 £ /2TQ lz. A se-
guir é apresentado o algoritmo proposto em Wan
e Kothare (2003) para esse propdésito:

Algoritmo 1 Considere um sistema incerto (1)
sujeito a restrigées na entrada (8) e saida
(10).  Dado um estado inicial factivel w1y,
gere, off-line, uma sequéncia de minimizadores
Vi, Qi, X, Y: (i = 1,2,...,N) de acordo com os
passos abairo.

1. Faca i :=1.

2. Calcule os minimizadores ~v;, Q;, X;,Y; para
x ;) usando o Teorema 1 com uma restri¢ao
adicional Q;—1 > Q; (restri¢ao ignorada para

i=1). Armazene Qi_l,FZ- = Y;-Qi_l,Xi,Yi.

3. Sei < N, escolha um estado w11y que sa-
tisfaca ||x(i+1)||z2v,1 < 1. Facai:=1i+1e
retorne ao passo 2.

Em tempo real, a cada instante de amostragem
k, faca wma busca por Q; ' (i = 1,2,...,N) nos
resultados armazenados para encontrar o maior
indice i (ou equivalentemente, o menor elipsoide
{z e R"|2TQ; 'z < 1}) tal que Hx(k‘)H?Qq < 1.
Feito isso, aplique o controle u(k) = le(k)

Cabe observar que os parénteses na notagao
z(;) estao sendo empregados para distinguir o -
ésimo vetor de estado empregado no Algoritmo 1
da i-ésima componente do vetor de estado, que
sera denotada por x;.

Teorema 2 Dado um sistema dindmico (1) e um
estado inicial x(0) satisfazendo ||x(0)||32—1 <1,
o emprego do Algoritmo 1 estabiliza de forma ro-

busta e assintotica o sistema dinamico em malha
fechada.

Vale notar que a lei de controle assim estabelecida
emprega uma matriz de realimentagao de esta-
dos constante entre dois elipsoides adjacentes, com
descontinuidade na fronteira entre os dois elipsoi-
des. O algoritmo a seguir permite obter uma lei de
controle em que a matriz de realimentagao varia
de forma continua ao longo do espago de estados.

Algoritmo 2 Considere os resultados armazena-
dos apds a execucdo dos passos 1 a 8 do Algoritmo
1 e suponha que as restricoes

Q' — (Aj+ BjFi1)"Q; (A + BjFip1) > 0,

K2

j=1,...,L (12)

sejam  satisfeitam para i = 1,2,...,N —
1.  Em tempo real, dado o estado z(k) no
instante k atual, faca wma busca por Qi_l
nos resultados armazenados para encontrar o
maior indice i (ou equivalentemente, o me-
nor elipsoide {xeR”|xTQ*1x§1}) tal que
Hx(k)”éq < 1. Caso i # N, entio re-
solva x(k‘)T(aiQ;l + (1 — ozi)Q;rll)x(k) =1
para obter a; e empreque a lei de controle
u(k) = (. F; + (1 — o) Fip1)x(k). Casoi = N,
entdo aplique a lei de controle u(k) = Fyx(k) cor-
respondente ao ultimo elipsoide definido.

Teorema 3 Dado um sistema dindmico (1) e um
estado inicial x(0) satisfazendo ||x(0)||2r1 <1,
o emprego do Algoritmo 2 estabiliza de forma ro-

busta e assintotica o sistema dinamico em malha
fechada.

InformacGes mais detalhadas, provas e de-
monstracoes dos algoritmos e teoremas apresen-
tados acima podem ser consultadas em Wan e
Kothare (2003).

3 Meétodo proposto

O problema em questao consiste em escolher
uma sequéncia apropriada de pontos X =
{z@),®@2), ..., 2(n)} para uso nos passos 1 a 3 do
Algoritmo 1 de modo a satisfazer as restrigoes (12)
no Algoritmo 2. Para esse propdsito, considera-se
que estes pontos estejam distribuidos ao longo de



uma semi-reta a partir da origem do espago de
estados, sendo (1) o ponto mais externo, isto é:

Z(i41) :51-33(1), i=1,2,..., N—-1 (13)

com 0 < dy_1 < -+ < dg <01 < 1. O problema
consiste entao em escolher o ponto x(;) no R”,
bem como os escalares d1,d9,...,dn—1 € (0,1).

Para esse propoésito, propoe-se a utilizagao de
um algoritmo genético (AG) de acordo com o flu-
xograma apresentado na Figura 1.

( Inicio )

Y

Algoritmo
Genético

min’ ‘Jmax

Xy Xy

Y

Algoritmo 1
Passos1a3

v Qu F) - Qu Ry

Algoritmo 2
Olyy veey Ol 1y A
v 1 N-1' “*min
Simulacéo da
planta
max
A >0 Nao

min

Jnax €Stagnado

Figura 1: Uso do AG no método proposto.

Além das matrizes A;,B; (j = 1,2,...,L)
do modelo incerto, dos pesos @1, R da fungao de
custo e das restricoes U mer (I = 1,2,...,p) €
Ymax (I = 1,2,...,q) sobre controles e saidas,
deve-se definir o nimero N de elipsoides a serem
construidos e o ponto x(1) no espago de estados
que define a semi-reta ao longo da qual os demais
pontos serao dispostos.

O cromossomo de cada individuo no algo-
ritmo genético codifica uma sequéncia de escalares
01,02,...,0n-1 € (0,1) ou, alternativamente, um
conjunto de pontos X' = x (1), Z(z),-- -, T(n). Cada
cromossomo ¢é avaliado empregando-se o respec-
tivo conjunto X nos Algoritmos 1 e 2. O atendi-
mento das restrigdes (12) é verificado calculando-
se os autovalores de todas as L(N —1) matrizes que
constituem o lado esquerdo das desigualdades e
tomando-se o menor autovalor encontrado (A )-

As restrigbes (12) serdo satisfeitas se Ay > 0.
Adicionalmente, a lei de controle resultante é em-
pregada em simulagoes da planta em malha fe-
chada, considerando todos os vértices do politopo
de incertezas. O maior custo obtido como resul-
tado dessas simulagoes é denotado por Jpqz-
Resumidamente, o AG busca maximizar A,
de forma a torna-lo positivo, garantindo assim que
a condi¢do de estabilidade robusta no Algoritmo
2 seja satisfeita. Apoés satisfazer essa condigao, o
AG procura minimizar o custo J,,q;. Para tal, a
cada geracao o vetor de individuos é organizado
de forma que os de \,,;, negativo sao ordenados
por seu valor de \,,;n, enquanto os de A, po-
sitivo sao ordenados pelo custo J,,q.. Assim, a
populagao ordenada apresenta a seguinte formas:

Amin Muito negativo

Amin POUCO Negativo
Amin POSitivo, custo J,q. alto
Amin POSitivo, custo J,q. baixo

A selegao dos individuos para cruzamento e forma-
¢ao da nova geracao é entao realizada de acordo
com a prioridade definida apds a ordenacao.

O algoritmo genético foi empregado com po-
pulagéo de 30 individuos, cruzamento (crossover)
com probabilidade 0.95 e mutagao com probabili-
dade 0.05. Foi adotada uma estratégia de sele¢ao
elitista e um critério de parada baseado em estag-
nacao (pequena redugdo no custo Jpyaz, apos se
ter obtido Apin > 0).

4 Exemplo de simulagao

A Figura 2 apresenta o helicoptero de bancada
aqui considerado.

Figura 2: Helicoptero considerado no trabalho.

Para fins de projeto e simulagao, foi utilizado
um modelo com varidveis de estado e entrada de-
finidas como:

e 11 - angulo de arfagem;

e r3 - angulo de elevagao;

e 15 - angulo de deslocamento;

® 15, T4 € Tg as respectivas derivadas.

e Uy e us - tensoes de entrada dos amplificado-
res dos motores traseiro e dianteiro.



Os parametros do modelo e as matrizes de peso
utilizadas neste trabalho foram os mesmos obtidos
em Maia (2008).

Considerou-se uma manobra de 25° de des-
locamento, mantendo o brago de sustentacao do
helicéptero em um angulo de elevagao 7° abaixo
da horizontal. Para o modelo linearizado em torno
do equilibrio, a condigao inicial para esta mano-
bra corresponde a z(0) = [0 0 0 0 — 25° 0]T.
Para aplicagao do método proposto, foi escolhido
21y =[0000 —30° 0] como ponto mais ex-
terno. Adicionalmente, optou-se também por fi-
xar () =[0000 —0.1° 0]”. Estas escolhas se-
guem as adotadas no trabalho de Pascoal (2010),
que adotou uma distribuicao linear de pontos en-
tre Z(1) e T(N)-

Os controles uy, ug foram restritos a +1.5V
com respeito ao valor de equilibrio para o ponto de
operacao considerado. Além disso, o angulo de ar-
fagem for restrito a £15°. Para maior realismo, fo-
ram empregados filtros derivativos para a determi-
nacao das velocidades angulares de arfagem, ele-
vagao e deslocamento, como em (Maia, 2008), uma
vez que o sistema em questao conta apenas com
sensores de posicao angular. Todas as simulagoes
foram realizadas em ambiente Matlab/Simulink.

4.1 Particoes obtidas

A Tabela 1 apresenta o resultado obtido pelo
AG, apresentando o menor autovalor encontrado
(Amin) bem como o custo resultante (Jy,q.). Para
comparagao, também é apresentado o resultado
de se empregar pontos linearmente distribuidos.
A Figura 3 apresenta as parti¢oes obtidas entre os
valores extremos de —30° e —0.1° para o angulo
de deslocamento.
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4 J( * * +
s 4 * s * +
s 4 * * ¥ ¥ }
- 4 * + B + * +
]
:-[g s 4 + * * * B + +
@ o4 + * + * * - + +
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11 * * H * . * * #* *
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=
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Parti¢oes « Lincarizada

Figura 3: Comparagao entre as particoes otimiza-
das e as partigoes lineares.

Observa-se na Tabela 1 que, para um nimero
muito pequeno de elipsoides, o AG nao encontra
uma partigdo que satisfaga as restrigdes (12) do
Algoritmo 2. Isso acontece pois o primeiro e tl-
timo ponto sao fixados, fazendo com que haja pou-
cos graus de liberdade para a construgao dos elip-
soides.

Nota-se que acima de um determinado nu-
mero de elipsoides, a particao distribuida linear-
mente ja satisfaz a condicao imposta. Isso acon-
tece pois, segundo Wan e Kothare (2003) as res-
trigbes restrigdes (12) sdo trivialmente satisfeitas
se os pontos z(; utilizados na determinagao dos
elipsoides estiverem suficientemente préximos en-
tre si. Entao, quanto maior o niimero de elipsoides
utilizados, maior a chance de se satisfazer a condi-
¢do. A vantagem de se utilizar o AG é encontrar
solugdes que satisfazem a condicao de estabilidade
robusta e minimizam o custo mesmo para peque-
nos numeros de elipsoides. Dependendo da aplica-
¢ao, isso pode significar economia de meméria no
armazenamento das matrizes );, bem como a di-
minuicao do tempo necessario para determinar em
qual anel elipsoidal o estado se encontra durante
a execugao em tempo real.

4.2 Resultados de simulacdo

A simulagao foi realizada considerando incerteza
de £50% no ganho dos atuadores e empregando 11
elipsoides. A resposta do sistema utilizando a par-
ticao gerada pelo método proposto é apresentada
em azul na Figura 4. Para comparacao, apresenta-
se em vermelho a resposta obtida utilizando a
particao de 11 elipsoides distribuida de forma li-
near, que foi a escolha adotada em (Pascoal, 2010).
Como se pode observar, os resultados sao simila-
res. Contudo, deve-se ter em mente que o método
proposto tem a vantagem de encontrar solugoes
com garantia de estabilidade empregando menor
numero de elipsoides, como discutido acima.

5 Conclusoes

Neste trabalho, apresentou-se um método para
obtencao de uma particao do espago de esta-
dos otimizada que satisfaz a condigao necessaria
para utilizagdo da formulacao de controle pre-
ditivo robusto off-line. O método foi ilustrado
empregando-se um modelo de simulagao de um
helicéptero de bancada. Observando os resulta-
dos obtidos, verifica-se que a principal vantagem
do método proposto reside na possibilidade de se
atender a condicao de estabilidade robusta com
ntmero reduzido de elipsoides.

Em trabalhos futuros, pretende-se realizar in-
vestigacOes com plantas diferentes e também vali-
dar experimentalmente as leis de controle obtidas.
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Tabela 1: Resultados obtidos na determinacao dos elipsoides a serem empregados na lei de controle.

Método para obtengao da partigdo
Algoritmo Genético Distribuigao Linear
Numero de elipsoides Amin Jmaz Amin Jmax
3 —2.087 x 1072 5576.24 | —6.682 x 10~°  5623.81
4 —2.991 x 107°  5443.76 | —5.392 x 10~2  5451.80
5 3.208 x 1079 5404.70 | —4.116 x 10~  5423.55
6 3.050 x 107%  5391.93 | —2.822 x 10~  5408.81
7 4.368 x 107®  5391.40 | —1.493 x 1073 5399.76
8 2.782 x 107%  5390.87 | —2.904 x 10™*  5398.40
9 4.422 x 107%  5384.97 | 4.065 x 107¢  5395.72
10 3.841 x 107%  5386.51 | 4.129 x 107%  5392.60
11 4.311 x 107%  5383.57 | 3.848 x 107°®  5388.79
12 4.303 x 107%  5383.39 | 3.832x107%  5389.45
13 4.338 x 107%  5381.85 | 3.922x107%  5388.46
14 4.236 x 107%  5383.50 | 3.944 x 10°¢®  5388.47
15 3.539 x 107%  5381.77 | 3.618 x 107®  5386.90
16 4.337x107% 5381.64 | 3.846 x 107°  5385.54
17 4.349 x 107°  5380.38 | 4.088 x 107%  5385.92
18 4.209 x 107%  5380.45 | 4.137x107®  5386.59
19 4.328 x 107%  5379.75 | 4.087 x 107%  5385.82
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Figura 4: Resposta do sistema em malha fechada
empregando onze elipsoides.
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