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Abstract— In this paper, a model is proposed for mobile robots with omnidirectional wheels that includes
friction static models in the composition of the forces of the center of mass of the robot. Besides the modeling, a
method of estimation is proposed to estimate the Coulomb, Viscous, Stiction and the Stribeck coefficients based
on least-squares technique to a linear combination of functions. The experiments results of the robot and the
simulation with the proposed model are compared to show the performance of the presented approach.
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Resumo— Este artigo apresenta um modelo para robds moveis com rodas omnidirecionais que inclui um
modelo estético de atritos na composigao das forgas do centro de massa do rob6. Além do modelo, é proposto um
novo método de estimag@o para obter os coeficientes de atrito de Coulomb, Viscoso, Stiction e o efeito Stribeck,
utilizando o método dos minimos quadrados por combinacao linear de funcées. Resultados experimentais com
o rob6 e de simulagdo com o modelo proposto sdo comparados para demonstrar o desempenho da abordagem

proposta.

Palavras-chave— Modelagem, modelos de atrito, estimacdo de pardmetros, robds méveis.

1 Introducao

Os robos terrestres com rodas omnidirecionais, sao
0s que possuem a habilidade de se mover em qual-
quer diregao de um plano 2D, independente de
sua orientacao. A rotacao da roda é realizada so-
bre seu eixo principal, mas pode mover-se com
pouco atrito em todas as diregoes, devido a sua
forma e devido as pequenas rodinhas que consti-
tuem a roda maior (Indiveri, 2009), veja as rodas
na Figura 1(b).

Existem muitas aplicagbes que utilizam pla-
taformas omnidirecionais, a exemplo a cadeira de
rodas omnidirecional, que proporciona maior faci-
lidade de deslocamento a pessoas com deficiéncia
e a empilhadeira Sidewinder, que usa a tecnologia
omnidirecinal para proporcionar movimentos em
todas as diregoes e realizar manobras em espa-
¢os pequenos. Os modelos dindmicos e cinemati-
cos dos rob0s moveis sao essenciais para o projeto
de controladores, principalmente quando os robos
encontram-se em situagoes onde nao-linearidades
afetam o seu desempenho, como por exemplo ven-
cer a zona morta de seus atuadores para iniciar
um movimento.

Uma consideracao importante sao os diferen-
tes tipos de nao-linearidades que podem ser en-
contrados em sistemas fisicos, muitas delas ine-
rentes ao sistema (Zhou et al., 2005). As nao-
linearidades podem ser do tipo: saturagao, zona
morta, backlash ou folga, histerese, entre outras.

Em um sistema, a nao linearidade do tipo zona
morta é considerada como a faixa operacional de
entrada que nao produz resposta na dinamica na
saida do sistema, podendo esta ser variante no
tempo, caracteristicas comuns em todos os tipos
de atuadores (Olsson, 1998).

Em um veiculo com rodas acionadas por atu-
adores elétricos, a nao linearidade do tipo zona
morta é em geral decorrente de forcas de reagao
inerentes causadas pelos componentes do atrito
nos eixos de movimento. O atrito é um fenémeno
muito complexo, causado por nao linearidades tais
como: stiction, histerese, efeito de stribeck, escor-
regamento (slip em literatura inglesa) e viscosi-
dade (Bona and Indri, 2005). Todas estas nao
linearidades sao particularmente notaveis quando
os movimentos sao realizados em baixas velocida-
des, especialmente quando interceptam por zero.

Os parametros das equagoes da dinamica do
rob6, como os coeficientes de atrito relacionados
as velocidades lineares e de rotacao, variam de
acordo com os atuadores, sensores, e a superficie
em que o robo se movimenta (Chung et al., 2003).
A determinacado destes parametros se faz neces-
saria, pois o robo geralmente se movimenta por
superficies de diferentes caracteristicas de rugo-
sidade, como por exemplo: superficies mais lisas
como lajotas, mais aderentes como o carpete e a
grama sintética, e em terrenos acidentados, onde
se requer mais tragao para evitar a patinagem das
rodas e a perda de mobilidade (Iagnemma and



Dubowsky, 2008). Isto implica na mudanca dos
parametros, como o coeficiente de atrito, assim
como na forca necessdria empregada pelos atua-
dores para executar o trajeto.

Neste artigo, apresenta-se um modelo dina-
mico de um rob6 omnidirecional que considera os
atritos de Coulomb, o Viscoso, o Stiction e o efeito
Stribeck na composicao das forgas do centro de
massa do rob6. Para a estimagao dos coeficientes
dos atritos é utilizado um novo método que estima
o Stiction, o efeito Stribeck, o Coulomb e o Vis-
coso através do método dos minimos quadrados
por uma combinacao linear de funcgoes.

O artigo estd organizado da seguinte forma.
Na Secao 2, descreve-se o modelo cinematico e
dindmico do rob6. Na Secdo 3 é apresentado o
modelo em forma de espaco de estados. Na Segao
4 apresenta-se o método de estimagao dos coefi-
cientes de atrito. Na Secao 5, os resultados reais
e obtidos pelo modelo sao apresentados e discuti-
dos. As consideragoes finais sdo apresentadas na
Secao 6.

2 Modelo cinematico e dindmico do robo

A partir da geometria do robo e dos sistemas de
coordenadas, conforme a Figura 1, as equagoes ci-
nematicas do movimento do rob6é podem ser obti-
das:

dzczt(t) U(t)
) = RT(O) | va(t) |, (1)
dblt) w(t)

dt

e z.(t) e y,(t) descrevem a localizacdo do robo
no sistema de coordenadas do mundo e 0(t) a
diferenca angular entre o sistema de coordenada
do mundo e o sistema de coordenada do robd.
[v(t) va(t) w(t)]T é o vetor de velocidade no
sistema de coordenada do robd e descreve a velo-
cidade linear e angular do robd no ponto P, repre-
sentado pelas componentes ortogonais v e vy, € a
velocidade angular do corpo do robo w.

A matriz ortogonal de rotacdo R(6(t)) é de-
finida para mapear o sistema de coordenadas do
mundo no sistema de coordenadas do robo:

cos(0(t)) sin(0(t)) 0
RO = | ~sin®(0) eos(6D) 0 | 2

A relagao entre as velocidades angulares das
rodas do rob6 (wm,,, para i = 1,2,3) e as veloci-
dades do rob6 (v, vn, w) é dada por:

v(t) ' Wm,y (t)
oa(t) | = (BT)_l ;117; Wi, (t) |, (3)
w(t) Wiy (1)

sendo b a distancia entre o centro de massa do
rob6 e as rodas, r1._ 3 o raio das rodas, l; 3 a

reduc@o dos motores, w,,, a velocidade de rotagao
dos motores e B é a matriz dada por:

0 cos(g) —cos(g)
B=| -1 sin(g) sin(f) (4)
b b b

A modelagem do atrito é extremamente im-
portante para descrever o comportamento dina-
mico e projeto de controlador de sistemas meca-
tronicos. Em razao disso, para fins de analise do
comportamento do atrito e compreensao de alguns
efeitos que o constituem, é essencial observar as
caracteristicas e os resultados de simulagoes pro-
duzidas por este fendémeno.

O atrito Viscoso é a forca com uma rela-
¢ao linear entre a forca aplicada e a velocidade
(Kuo, 1995). Esta componente surge quando hé
deslocamento entre duas superficies lubrificadas, e
a sua magnitude aumenta linearmente com a ve-
locidade, conforme Figura 2(a). O atrito de Cou-
lomb é uma forga que tem uma amplitude cons-
tante com respeito & mudanga da velocidade, como
mostra a Figura 2(b), mas o sentido da forca de
atrito muda com a inversao do sentido da veloci-
dade (Kuo, 1995). O atrito Viscoso é frequente-
mente combinado com o atrito de Coulomb, con-
forme ilustrado na Figura 2(c).

O stiction é uma forga denotada por Fy, que
descreve o atrito em repouso e seu valor é supe-
rior ao do nivel de Coulomb. Assim, F; equi-
vale a forga maxima necessaria para iniciar o mo-
vimento do robd, representada graficamente na
Figura 2(d). Tendo como base as consideragoes
acima, acrescenta-se o efeito Stribeck. Tal feno-
meno demonstra que, para velocidades baixas, o
atrito logo apds o inicio do movimento diminui
com o aumento da velocidade e a forga de atrito
estatico nao decresce de maneira descontinua, mas
sim em funcao da velocidade (Olsson, 1998), con-
forme ilustra a Figura 2(e).

As equagbes que descrevem as forgas de tracao
do centro de massa do robo juntamente com as
forgas de atrito de Coulomb, o Viscoso, Stiction e
o efeito Stribeck sao descritas a seguir:

dv(t) -
M o =F,(t) — Byv(t)—
r _| v(t) |55U
Cy + (Fs,, — Cy) (e o )} sgn(v(t))
i (5)
dvn (t)
M dt —Lon (t) - B”nv"(t)i
I - | 2nlt) | Fsu,
Cuy, + (Fsy,, —Cup) | e Vsup sgn(vn, (1))
) (6)
de(t) =I(t) — Byw(t)—

dt

7| w(t) {55w
Cuw + (Fsyy — Cuw) (e Usw )} sgn(w(t))
(7)
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Figura 2: Exemplos de atritos estéticos: (a) atrito Viscoso; (b) atrito de Coulomb; (¢) atrito de Coulomb

+ Viscoso; (d) atrito Stiction; (e) efeito Stribeck

F=[F,(t) F, (t) T(t)]" contém os vetores das
forgas F,(t) e F,, (t) no sistema de coordenadas
do robo, e I'(t) é o momento de inércia ao redor
do centro de gravidade do robd (ponto P). M
é a massa do robo e J o momento de inércia do
rob6. B,, B, e B, sao os coeficientes de atrito
de Coulomb, C,,C,, e C, sao os coeficientes de
atrito Viscoso, segundo as diregoes de v, v, e w
respectivamente. O v, é a velocidade Stribeck nas
diregdes v, vp, w (vs,, Vs, , Vs, ) que representa a
curva decrescente apos ter vencido o atrito Stic-
tion. ds é o parametro que descreve a passagem
do atrito estatico para o atrito de Coulomb nas di-
regoes de v,v, e w (ds,, 05, , Js, ), € pode assumir
valores de acordo com a aplicagdo (Canudas de
Wit and Tsiotras, 1999).

A relacao entre as forgas de tracao do robo e
as forgas de tragao das rodas f; = 1,2,3 é dada
por:

Fo(t) = cos(6(t))(f2(t) = f5(t)), (®)
Fo, () = —fi(®) + (f2(0) + f3(8))sin(6(2)),  (9)
@) = i)+ f2(0) + f3(D)] b. (10)

A forga de tragdo em cada roda i (para i =
1,2,3) é dada por:
T;(t
sy = 79, ay
sendo T; o torque de rotacao da roda. A dinamica
de cada motor CC i (para i = 1,2,3) pode ser

descrita pelas equacoes:

wi® = Lo, P 4 R, (04 oy, (0, (12)
Ti(t) = LiKgia (1), (13)

onde u; sao as tensoes aplicadas aos motores, L,
sao as indutancias e R,, as resisténcias de arma-
dura, wy,, é a velocidade de rotacdo dos motoes,
l; as reducoes de cada motor e i,, as correntes de
armadura.

3 Modelo no espago de estados

A representagdo no espacgo de estados conside-
rando o atrito de Coulomb, o Viscoso, o Sticiton
e o efeito de Stribeck é definida a seguir:

da;it) —  Ax(t) + Bu(t) + Ksgn(x(t))
+G <e|xv(z) ) sgn(z(t))
y(t) = Cua(),

onde u(t) = [u1(t) uz(t) usz(t)]T é o vetor de en-
trada que representa as tensoes dos motores e
2(t) = y(t) = [vt) va(t) wt)]? sdo os vetores
de estados e saida, respectivamente.

As matrizes que definem a representa¢do no
espacgo de estados sao:



(_FSw +Cw)
J

4 Estimagao dos Coeficientes de Atrito

A metodologia proposta para a estimacao dos pa-
rametros do modelo do robo é baseada na integra-
¢ao das propostas de (Conceigao et al., 2009; Con-
ceicao and Correia, 2012; Bona and Indri, 2005),
que desenvolveram modelos dinamicos incluindo
elementos nao-lineares e de restrigoes como atri-
tos e saturagOes nos atuadores, e métodos de es-
timagao de parametros utilizando o método dos
minimos quadrados.

O método de estimagao dos parametros, pro-
posto em (Bona and Indri, 2005) é um método que
estima o atrito Stiction, o efeito Stribeck, o atrito
de Coulomb e o atrito Viscoso através do método
dos minimos quadrados por uma combinagao li-
near de fungoes.

A partir da equagao da forca do atrito na di-
regao de v:

v “SSU

Cyp+ (Fy, — Cy)e 7o

F,, =

v

+ B,v(t)
(14)

substituindo C,, por ag, Fs por a; e B, por as
temos:

| 5| Psv
Ven

F,, =ao+ (a1 —ap)e +agv.  (15)

Colocando os termos ag, a1 € as em evidéncia,
v_ S5y —| = |05

tem-se: g = 1 — e l7s , o1 = € Vs
w2 = v, sendo que a mesma andlise pode ser feita
para v, e w.

Desta forma, o problema de calcular os para-
metros ag, a; € as da aproximacao é reduzido ao
célculo do vetor a na equacao seguinte:

TP a=0alf (16)

onde ® ¢é definida por:

| | % |2
1—e Ivso e e [Ose gy
1 —152 5 —5& 5
— e Vsqy Sy e Vsqy Sy 1)2 mx3
D = eR ,
| Ym _|m
1 —e |v5v 651, e ‘”Sv 531, Um
(17)

sendo v = [v; V2 ...v,]T o vetor de amostras da
velocidade na diregao de v, f = [f1 f2 f3 -+ fm]¥
o vetor de amostras da forga de tracao no centro
de massa do rob6 na diregdo de v, a = [ag a1
a2]T o vetor de parametros da aproximagao a ser
determinado e m é o nimero de amostras.

Dado que a matriz ® nao é uma matriz qua-
drada, entao pelo uso da pseudo-inversa associada
tem-se que:

a=(oTo)- o’y (18)

Os experimentos foram realizados nos ambi-
entes de navegagao o carpet e na grama sintética.
Aplicando rampas de tensoes nos motores de 0 a
2,5 V, com acréscimos de 0; 01 V.

As Figuras 3 e 4 mostram as zonas mortas do
robd no carpet e na grama sintética, nas direcoes
v, v, € w. Verifica-se que as curvas das Figuras
3(a), 3(b), 4(a) e 4(b) tendem a aproximar das re-
tas dadas pelos valores dos coeficientes de atrito,
isso s6 nao acontece porque o robé nao alcanca
velocidades maiores. Os coeficientes de atrito Vis-
coso B,, B,, e B, de Coulomb C,, C,, e Cy, e
a forga de atrito estdtico (Fs) sio estimados uti-
lizando o ajuste por minimos quadrados. A velo-
cidade de Stribeck é determinada empiricamente,
para o caso em estudo.

5 Validagao do modelo

Nesta segao, serao apresentados os resultados de
simulagao e velocidades do robo na regiao da zona
morta. Os experimentos foram realizados no car-
pet e na grama, aplicando rampa de tensoes nos
motores para poder visualizar com clareza o efeito
da zona morta, além do efeito Stribeck e o Stiction.

O modelo desenvolvido considera as forcas de
atrito de Coulomb e o Viscoso na primeira parte
da validagao. Na segunda parte, o modelo con-
sidera as forgas de atrito de Coulomb, o Viscoso,
o efeito Stribeck e o Stiction, com isso a resposta
em malha aberta deve representar a zona morta,
como mostra a Figura 5. Tanto para a velocidade
linear v na grama sintética quanto a velcidade li-
near v no carpet o modelo representou fielmente
o efeito da zona morta, considerando os atritos
Coulomb, o Viscoso, Stiction e o efeito Stribeck
quando comparado com o rob6. Para a simula-
¢ao do modelo considerando o atrito Coulomb e o
Viscoso, nota-se uma diferenca do ponto de inicio
do movimento da base mével quando comparado
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Figura 3: Zona morta do robd no ambiente de
navegacao o carpet.

com a velocidade do robd e isso acontece nos dois
ambientes de navegacao. Tal diferenca é devido ao
efeito Stribeck e o Stiction que nesta abordagem
nao é considerada. Para a velocidade w, o mo-
delo obteve também um bom desempenho, como
pode ser visto na Figura 5(c). E possivel analisar
que para as velocidades lineares de v na grama
as tensOes necessarias para a base entrar em mo-
vimento sao maiores do que no carpet, devido a
maior presenca do atrito em relagao ao contado
da base com o chao. Logo, para vencer esta inér-
cia em v, necessita-se de uma tensao em torno de
0.5 volts para a base no carpet e de 2.5 volts na
grama sintética, como pode ser observado na Fi-
gura 5. A mesma andlise pode ser realizada na
direcao de w. Os ruidos presentes no inicio das
curvas pretas das Figuras 5(a), 5(b) e 5(c) sao re-
ferentes 4 aproximagoes numéricas do simulador.
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Figura 4: Zona morta do rob6é no ambiente de
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6 Conclusoes

O artigo apresentou um modelo dinamico de um
robé movel omnidirecional com trés rodas in-
cluindo modelos estaticos de atrito, mais especifi-
camente o atrito de Coulomb, o Viscoso, o Stiction
e o efeito Stribeck. Trata-se de um modelo simplifi-
cado quando comparado aos modelos existente na
literatura (Lugre e Dahl por exemplo)(Canudas de
Wit and Tsiotras, 1999; Olsson, 1998). O modelo
apresentou um desempenho satisfatério quando
comparado com curvas reais do rob6, além de ma-
pear os efeitos da zona morta de forma satisfaté-
ria. Foi apresentado uma nova abordagem pratica
de estimacao dos coeficientes de atrito, utilizando
o algoritmo dos minimos quadrados por combi-
nagao linear de fungdes. Enfim, a nova aborda-
gem do modelo obteve uma representagao mais
fiel do comportamento do robo, principalmente na
regido da zona morta. O método de estimacao
proposto mostrou-se mais pratico de ser utilizado,
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pois nao necessita de velocidade do robé em di-
versas regioes de regime permanente de funciona-
mento. Além disso, faz a estimacao de 3 coeficien-
tes (Viscoso, Coulomb e Stiction), com um custo
computacional praticamente nulo.
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