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Abstract — The article shows that it is possible to examine the variation of the position of the patient’s body on a wheelchair (a
wheeled mobile platform with differential drive) by using a wheelchair nonlinear dynamic model that includes lateral and longi-
tudinal deviations of the system’s center of mass. This is not achieved starting with a linear model. From a nonlinear model a lin-
earized model is obtained through Lyapunov’s linearization method. The characteristics and input matrices representing the poly-
topic vertices are generated by varying three structural parameters values of the wheeled chair. A model with parametric uncer-
tainties is obtained. Then a robust controller is designed through the determination of the output feedback constant matrix Ko so
that the controlled system is stable. To obtain the appropriate matrix Ko, Linear Matrix Inequalities ( LMIs) are used and simula-
tions are performed using Matlab and the results are commented.

Keywords — wheelchair, nonlinear dynamic model, polytopic uncertainties, robust controller, LMls.

Resumo — O artigo mostra que é possivel estudar a variagdo do posicionamento do corpo do paciente sobre uma cadeira de rodas
a partir de um modelo dindmico néo linear que inclua desvios lateral e longitudinal do centro de massa. Isso ndo pode ser realiza-
do partindo de um modelo linear. Esses desvios sdo tratados como incertezas paramétricas, gerando os vértices do politopo. Pri-
meiro é obtido um modelo linearizado por Lyapunov. Variando os valores de trés dos parametros estruturais sdo geradas as ma-
trizes caracteristica e de entrada representativas dos vértices dos politopos do modelo com incertezas paramétricas. A seguir,
através do uso de Desigualdades Matriciais Lineares, LMIs, é projetado um controlador robusto, Ko, com realimentagéo da saida
para que o sistema controlado seja estavel. Finalizando, sdo realizadas simulacdes utilizando o Matlab e comentado os resultados.

Palavras-chave — cadeira de rodas, modelo dinamico ndo linear, incertezas politépicas, controlador robusto, LMlIs.

1 Introducéo

Mazo (1995) prop6s um modelo matematico li-
near simplificado de uma cadeira de rodas direciona-
da por acionamento diferencial nas duas rodas trasei-
ras, figura 1, utilizado também por Gaino et. Al.
(2003) e Saadatzi (2010). O modelo linear, figura 2,
ndo incluia detalhes estruturais para tratamento de
desvios laterais e longitudinais da varia¢do do centro
de massa (CG) do posicionamento do paciente.

Zhang (1998) desenvolveu um modelo néo-
linear dindmico para um robd mével sobre rodas que
podia representar uma cadeira de rodas com muito
maior precisdo do que o modelo linear simplificado.
Porém, a dindmica ndo linear da cadeira, a natureza
multivaridvel do sistema e as possiveis perturbacées
externas dificultam a busca de estratégias de contro-
les eficazes e de baixo custo computacional, afirma
Silveira Janior (2003). O modelo de Zhang (1998)
simplificado linearizado para um robd movel sobre
rodas acionado diferencialmente foi definido pelas
consideracdes simplificativas da Subsecéo 2.2.

Martins (2008) propds um modelo matematico
parecido com o de Zhang (1998), mas que fornecia
as equacbes de estado do modelo em funcdo dos
torques dos motores acionadores das rodas traseiras.

Figura 1. Protétipo da cadeira de rodas da UEL/CTU, Depto.
Engenharia Elétrica. [Ferreira, Cervantes e Germanovix (2008)].
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Finalmente, De La Cruz, Bastos, e Carelli,
(2011) propuseram um modelo mais préximo do
protétipo da cadeira da figura 1, utilizado pelo grupo
de pesquisa de Controle Avangado, Robdtica e En-
genharia Biomédica da Universidade Estadual de
Londrina (UEL). As equagdes de estado eram dadas
em funcédo das velocidades linear e angular de refe-
réncia dos motores acionadores. Foram introduzidos
pardmetros que permitiam analisar os efeitos do
deslocamento do cadeirante, para a esquerda ou di-
reita em relagdo ao CG da plataforma, como mostra a
figura 3. O numero de rodas livres na parte dianteira
foi duplicado.

O objetivo deste trabalho é, a partir desse Gltimo
modelo, preparar as matrizes dos vértices dos polito-
pos, tendo em vista um vetor de incertezas politopi-
cas contendo os parametros estruturais do modelo a
serem variados, ‘d’, ‘b, e b,’ na figura 3, para estudar
os efeitos das variagdes da posi¢ao do corpo do paci-
ente na estabilidade da cadeira de rodas.

Utilizando as matrizes dos vértices do politopo
buscou-se uma lei de controle com realimentacdo da
saida, representada pela matriz K, via LMIs, tal que
levasse o sistema a estabilidade.

2 Modelo Dinamico da Cadeira de Rodas

2.1 Modelo Linear

A fim de se obter um controle acurado é neces-
sario um modelo mecéanico da cadeira.
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Figura 2. Modelo linear da cadeira de rodas. [Mazo (1995)].

A cadeira de rodas pode ser vista como uma pla-
taforma retangular com duas rodas livres (do tipo
castor) e duas rodas motorizadas cada uma acionada
por um motor de corrente continua. O modelo linear
simplificado da figura 2 fornece resultados satisfato-
rios para o calculo da velocidade linear, u, e angular,
w, em funcdo das cinematicas direta e inversa, dedu-
zidas em Mazo (1995). As equagdes do modelo séo:
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w = %(Wr —wp) (2)
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2.2 Modelo Nao-linear

Segundo Espinosa et al. (2001) o projeto de um
controlador é fortemente influenciado pela qualidade
do modelo do sistema fisico que esta sendo modela-
do. Obter o modelo dindmico do veiculo em malha
aberta pode ser extremamente complexo no que diz
respeito a estrutura da plataforma e ao nuimero e
detalhes de efeitos a serem modelados.

Zhang (1998) prop6s um Modelo Din&mico néo-
linear, representado por uma equacdo de estados,
tendo em vista 0s seguintes pressupostos:

(i) limitacdo do movimento do rob0 a trés graus
de liberdade, num plano bidimensional, ca-
racterizado pelas variaveis independentes u,
v, w, w; e w,. vistas na figura 3;

(i) atuacdo da somatoria das forcas e momentos
aplicados tomada em relacdo ao sistema de
referéncia local x' — G — y';

(iii) consideracdo do ponto de contato roda-solo
como ideal, ou seja, ndo ha deslizamento;

(iv) desconsideracdo dos distdrbios e momentos
externos atuantes;

(v) desconsideraco das forgas viscosas de fric-
¢do e de resisténcia das rodas do tipo castor.

Todos esses efeitos perturbadores ndo modela-
dos foram considerados em um vetor de incertezas
paramétricas do modelo e os efeitos dos parametros
fisicos do robd movel foram considerados em um
vetor de parametros identificados Zhang (1998).

Figura 3. Representagdo grafica de um robd mével sobre rodas
acionado diferencialmente e seus pardmetros. Modelo néo-linear.
[De La Cruz, Bastos e Carelli (2011)].

Zhang (1998) utiliza como entrada do controla-
dor dindmico do rob6 os torques dos motores aciona-
dores. De acordo com Martins (2008) embora os
sinais gerados pela maioria dos controladores diné-
micos reportados na literatura sejam torques ou vol-



tagens para os motores do robd, os robds comerciais,
por outro lado, usualmente recebem comandos de
velocidade. Assim, o Modelo Dindmico de Martins
(2008), tem como entradas os valores da velocidade
linear e angular, [u,.r Wyer]"

De La Cruz e Carelli (2006) propem um mode-
lo dindmico ndo-linear com uma roda castor na fren-
te. Um vetor de incertezas paramétricas é associado
ao modelo, considerando as incertezas das velocida-
des de deslizamento e da orientacdo do rob6 em
funcdo de parametros fisicos tais como massa, inér-
cia, didmetros das rodas e pneus, pardmetros dos
motores e seus servos, forgas nas rodas, etc., 0s quais
sdo considerados distdrbios. Um vetor de parametros
identificados é dado no artigo em funcédo dos paréa-
metros fisicos do robd.

De La Cruz, Bastos e Carelli (2011) propdem o
modelo ndo-linear da figura 3, sendo uma escolha
mais adequada para 0 nosso objetivo de estudo do
controle, dando o posicionamento do corpo do paci-
ente paraplégico na cadeira e gerando os Vvértices de
interesse. Esse modelo permite deslocamento a es-
querda ou direita em relacdo ao centro de gravidade
da plataforma (pardmetros b, e b,) e conta com duas
rodas livres na parte dianteira da plataforma como na
figura 1.

Desprezando os deslizamento das rodas e as for-
cas que agem nas rodas dianteiras (castores), os dis-
tlrbios &, e d,,, se tornam nulos. Manipulando a
parametrizacdo linear do modelo expressa em (5),
obtém-se o modelo dindmico de De La Cruz, Bastos,
e Carelli (2011), equacéo (15).

w0 —w?2 u 0 0 —w 0]go_ [Yrer
0 w00uww0—u9_[wref] ®)

O vetor de grandezas paramétricas do modelo é dado
em (6) e o célculo dos 6; parai=1,2,..,8 é reali-
zado através das equacoes (7) a (14).
0°=[60 09 69 09 62 60 62 &' (6
As equacdes (7) a (14) se referem a figura 3. Pa-
rai=1,2,4e6 tem-se 6, > 0 para qualquer valor
de b, e b,. Quando o ponto CG estiver sobre a medi-
atriz que passa pelo ponto B tem-se 6, =0 para
i=7e8 Para i=3e5, 0,=0 se CG estiver
sobre a linha que une os eixos das rodas traseiras.
Para i =3,57e8, temos 6, =0 se 0 CG estiver

exatamente sobre o ponto B, isto é, b; = b, = 0.
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Tomando-se a derivada de (4) e substituindo em
(15), chegamos a equacéo (16) que representa 0 mo-
delo dindmico simplificado da cadeira de rodas.
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Nessa equacdo [Urer Wrer]T € 0 vetor de en-
trada, constituido das velocidades linear e angular de
referéncia dos controladores da velocidade das rodas
traseiras, e [Wr  W;]T é o vetor de estados do mode-
lo dindmico que ndo aparece explicitado em (16).

3 Projeto Controlador Robusto através de LMIs

Segundo Boyd et al. (1994), muitos problemas
gue surgem na teoria dos sistemas e controle podem
ser reduzidos a um problema de otimizacdo convexa
ou quase convexa envolvendo Desigualdades matri-
ciais Lineares, (Linear Matrix Inequalities, LMIs).
Esse fato, aliado ao surgimento de excelentes ferra-
mentas computacionais numéricas de resolucdo de
LMIls, incentivou o uso das mesmas no estudo de
estabilidade de sistemas. Esse desenvolvimento tem
sua origem a partir da publicacdo da teoria de Lya-
punov, em 1890. Ele mostrou que sua primeira LMI
podia ser resolvida analiticamente para estudar a
estabilidade de pequenos sistemas dindmicos de
segunda ou terceira ordem.

Seja uma planta linear, invariante no tempo,
controlavel e observavel (Aguirre, 2010):

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(@) = Cx(¢) a7

onde x € R™ é o vetor de estado, u € R™ € a entrada
de controle, y € R™ é a matriz de saida do sistema,
A€eR™™ ¢é a matriz caracteristica do sistema,
B € R™™ ¢é a matriz de entrada do sistema e
C € R™" é matriz de saida do sistema.

Uma planta dindmica apresenta incertezas origi-
nérias de vérias fontes: desconhecimento de parame-
tros (constantes, variantes no tempo, ou conhecidos
com imprecisdo) e desconhecimento de entradas do
sistema (Covacic, 2001). Além disso, héa duas classes
conhecidas de sistemas: os passivos, independentes



de utilizacdo de energia externa para o seu controle, e
0s ativos, que dependem, por exemplo, de atuadores
para serem controlados (Torres, 2010).

Sistemas Estritamente Reais Positivos (ERP) sdo
sistemas passivos, realimentados negativamente, com
0 mesmo numero de entradas e saidas e que apresen-
tam a propriedade de estabilidade assintotica. A
condicdo necessaria e suficiente para que isso acon-
teca € que todos os zeros de transmissdo tenham
parte real negativa (Covacic, 2010).

Tornar um sistema ERP é conhecido como sinte-
se ERP. Trata-se de encontrar duas matrizes constan-
tes K, de realimentacdo da saida, e F, em série com
a saida, tais que o sistema controlado (A —
BK,C, B, FC) seja ERP (Covacic, 2006).

Nesse artigo, o foco esta no fato de que os sis-
temas ERP sdo estaveis por definicdo. Assim, na
secdo 3.2, sera utilizada a formulacdo em LMIs do
Teorema 8, da tese de Covacic (2006), apenas com a
finalidade de determinar a matriz K, que torna o
sistema, com realimentagdo da saida, estavel.

3.1 Linearizando o modelo dindmico por Lyapunov

Inicialmente sdo identificadas as matrizes carac-
teristica (18), de entrada (19), de saida e de transmis-
sdo direta do sistema (20), para estabelecer as equa-
cOes de estado do modelo dindmico. As matrizes em
questdo sdo A € R?*?, BeR*?, (CeR?**? e
D € R?*2, Supde-se que as variaveis de estados este-
jam disponiveis para medicdo, isto é, C = I.

O modelo dindmico obtido em (16) apresenta
ndo-linearidades em w,. e w;, mas pode ser represen-
tado por um conjunto de equac@es diferenciais nao
lineares na forma da equacdo (21) (Slotine, 1991).

A estabilidade do projeto de controle de um sis-
tema ndo-linear pode ser garantida, em torno de um
ponto de equilibrio na origem, substituindo-se a
matriz ndo-linear original pela matriz Jacobiana da
funcdo (Slotine 1991). No caso, (22) serd a matriz A
Jacobiana de f(x,u) em relacdo as velocidades angu-
lares das rodas traseiras e (23) a matriz B, em rela-
¢do as velocidades linear e angular de referéncia.

Em (24) temos o sistema linearizado, onde cada
elemento da matriz é definido de (25) a (32).
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O modelo linearizado obtido € uma aproximacao
da cadeira de rodas real e como tal apresenta diversos
tipos de incertezas, envolvendo dindmicas ndo mode-
ladas, incertezas paramétricas, ruidos, linearizacao,
etc.. (Zhang 1998). A analise e o projeto do controla-
dor do sistema devem considerar essas incertezas
(Trofino, 2000). O sistema deve ser robusto em rela-
¢do as incertezas paramétricas do modelo. Elas estdo
presentes nos raios, ‘r’, na distancia entre 0s eixos,
‘d’, das rodas traseiras, e nas distancias dos desloca-
mentos lateral e longitudinal, ‘b, e b,’ respectivamen-
te, relativos ao CG do sistema, figura 3.

3.2 Projetando um controlador robusto K,

O Lema 1 de Covacic (2006) estabelece que a
matriz de transferéncia do sistema, G(s) =
C(sI —A)™'B, é ERP se e somente se existir uma
matriz P = P’, tal que (33) seja satisfeita.

PA+A'P < 0,
B'P =,
P> 0. (33)

Pelo Lema 1 Covacic (2006) propde o seu Pro-
blema 2: “Dada a planta {A, B, C} linear, invariante
no tempo, controlével e observavel, com posto(C)=p,
e posto(B)=posto(CB)=m, obtenha as condi¢des
necessarias e/ou suficientes, usando LMIs, para a



existéncia de matrizes constantes F e K, € R™?,
para que o sistema da figura 4 seja ERP.”

Finalmente, ao tratar dos Sistemas com Reali-
mentacdo da Saida que possuem nimeros diferentes
de entradas (m) e saidas (p), Covacic (2006) propde
0 Teorema 8: “O Problema 2, com p=n, tem solucéo
se e somente se existirem matrizes X = X'e R tal que
satisfacam as LMIs da equacdo (34)”.

AX+ XA —BR—R'B' <0,
X>0 (34)

E, as matrizes F e K, serdo obtidas por (35) e (36).

F=B'Xx"1C"! (35)
K, = RX~1C~! (36)
7 Y, Y
70+ 06 [T |2 1O
Yo = Cx
K,

Figura 4. Sistema realimentado do Problema 2. [Covacic (2006)].

Segundo Covacic (2006) o Teorema 8 pode ser
aplicado quando o numero de saidas é igual ao nime-
ro de estados, é o caso do veiculo sobre plataforma
com rodas e tracdo diferencial modelado. Neste
artigo utilizamos o Teorema 8 de Covacic (2006)
para encontrar uma lei de controle K, que realimen-
tando a saida, faz com que o sistema seja estavel.

4 Exemplos e Resultados

4.1 Obtenc¢éo dos Vértices dos Politopos

Utilizando-se o vetor de grandezas paramétricas
(6), o vetor de incertezas paramétricas (37), os inter-
valos de variacdo dos parametros escolhidos em (38)
a (40) e as equagdes (25) a (32) foram calculados os
valores numéricos dos elementos das matrizes
A;;eR>*? e B;;eR?*2,

Pd;(d; by, by,) para i=1.2,...7,8 (37)
0.40 < d < 0.70 (38)
0 < b, <0.151 (39)
—-0.151 < b, < 0.151 (40)

No programa Matlab® s&o declarados os valores
numeéricos e as matrizes, seguidas das LMIs, (34).

4.2 Resultados da Simulagéo

Os resultados da simulagdo estdo em (41) a (43).

48.1548 1.0129

X= [ 1.0129 48.165

(41)

_[319.9062 312.3554

k= 625.2620 646.4746 (42)
_ [6.5098 6.3488

Ko = [13.2726 —13.7025 “3)

Vemos que X é simétrica e que as LMIs sdo fac-
tiveis, ou seja, encontrou-se uma resposta para K.

Para todos os vértices dos politopos (25) a (32) e
para um ponto qualquer, ‘d;’, ‘b;," € ‘b, do interior
do politopo, o sistema se mostrou estavel. Seja, por
exemplo, Pd.;(0.35,0,0) um ponto do interior do
politopo, onde o paciente se posiciona sobre o centro
de massa. Suas matrizes representativas seriam:

0.0809 0.0310

Adcg = [0.0310 0.0809 (44)
_ [0.0476 0.0125
Bdcg = 0.0476 —0.0125 (45)
Mo
cd=|; | (46)

Utilizando a matriz de realimentacdo (43) verifi-
ca-se que os autovalores da matriz caracteristica do
sistema em malha fechada, (Ad., —Bd.4,KoCd),
sdo ‘— 0.5000’ e ‘ — 0.2875’. Portanto, o sistema €é
estavel.

Entradas From In{1)=x1=wr e From In(2)=x2=wl
From: In(1 From: In(2

=y 2=

u e To Out(2)

=y1

Saidas To Cut(1)
To: Out

5 10 150 5 10 15

Tempo em segundos (sec)

Figura 5. Representacdo grafica das respostas u e w quando é
aplicado um degrau unitéario nas entradas w, e w; [Do Autor].

Na figura 5 temos as respostas transitorias das
velocidades linear e angular da cadeira, u e w, em
funcdo do tempo, quando um degrau unitario é apli-
cado na velocidade angular do motor direito w, (gra-
ficos da esquerda) e na velocidade angular do motor
esquerdo w; (graficos da direita). Pode-se ver que
para um degrau unitario aplicado no motor esquerdo,
0 sistema estabiliza a velocidade angular, w, em
—0.05 rad /s em aproximadamente 15 s.

5 Conclusao

A estabilidade do sistema néo-linear em presen-
ca de incertezas paramétricas pdde ser analisada e o
controlador projetado através da abordagem por
LMIls, conforme objetivo inicial.



Essa mesma abordagem pode ser utilizada para
obtencdo do modelo cinemético do veiculo sobre
plataforma com rodas sendo que a associacdo dos
modelos dindmico e cinematico resultaria no modelo
global da cadeira de rodas. As saidas do modelo
dinamico, dadas em funcéo de u e w, seriam alimen-
tadas no modelo cinematico produzindo a saida
x,y e, as variaveis de localizacdo do veiculo (De
La Cruz, Bastos, e Carelli 2011). O bloco resultante
do acoplamento teria como entradas u e w, € como
saidas x, y e .

Outros pardmetros poderiam ter sido variados
para estudar a estabilidade do sistema. Esse procedi-
mento levaria ao conhecimento dos pardmetros que
mais influenciam na estabilidade do modelo.

Né&o foi utilizada a matriz constante F, equacéo
(35), que, em série com a saida dinamica, levaria o
sistema a condicdo de ERP, figura 4. A razdo disso é
que F é dependente de uma matriz B Unica, como
mostra a equacdo (35), todavia, nessa abordagem, é
utilizado um conjunto de 8 matrizes B;, com
i =1,2,3,... 8, nimero de vértices dos politopos.
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