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Abstract— This paper proposes an linear optimization approach to mean square stability analysis of Markovian Jumps Linear
Systems in continuous time. Specifically, the results extend to the Lyapunov-Metzler equation, obtaining convex optimization
problems in terms of a set of LMIs. An algorithm based on the combination of the Method of Cutting Plans and Genetic Algo-
rithm is proposed for the numerical solution of the resulting problem using the C++ programming language.
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Resumo— Este trabalho propde uma abordagem de otimizacéo linear para analise de estabilidade na média quadratica de Sis-
temas Lineares com Saltos Markovianos em tempo continuo. Mais especificamente, estendem-se os resultados da equagao de
Lyapunov-Metzler, obtendo problemas de otimizag¢do convexa, em termos de um conjunto de LMIs. Um algoritmo baseado na
combinacéo do Método de Planos de Corte e Algoritmo Genético é proposto para a resolugdo numérica do problema resultante

utilizando linguagem de programacéo C++.
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1 Introdugéo

Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSM)
representam uma classe de sistemas estocésticos cuja
dindmica muda de forma repentina em certos instan-
tes e comportam-se como sistemas lineares nos de-
mais instantes. Os saltos entre os modos de operagéo
do sistema podem ser modelados por uma cadeia de
Markov com espago de estados finito. Estes sistemas
sdo exemplos de sistemas hibridos, pois combinam
uma parte do estado que toma valores continuos e
outra parte que toma valores discretos.

Um SLSM definido no espaco de probabilidade
(,F,P), onde Q é o espago amostral; F é uma o-
algebra e P ¢ uma medida de probabilidade; pode ser
representado por meio da seguinte equacéo estocasti-
ca

X(t) = Ao, )x(t), teR” (1)

X(0)=x,, oy =0
onde xeR" séo os estados do processo, x,eR" é 0
estado inicial, o, eN={12, ---, N} representa uma

cadeia de Markov homogénea a tempo continuo com
espaco de estados discreto e o € uma variavel alea-

téria. Se o, =i entdo A(o,)=A,Vo,eN. Além
disso, a probabilidade de transi¢do € dada por

P; (A)=P(o,, = ]| oy =1)
3 AjA+0(A)  se i# ]
|1+ 4,A+0(A) se i=j

)

onde A ¢ definido como a taxa de transi¢éo entre

osestados i e j,e 2;=0,i#], 4, =-> 4. A
i#]
matriz de taxa de transicdo é denotada por A ={4}-

Um problema fundamental no estudo dos SLSM
é a no¢do de estabilidade. Na literatura ha diferentes
definicbes de estabilidade, dentre as mais
significativas temos a estabilidade na média
quadratica (MS-estabilidade, do inglés Mean
Square), estabilidade J-momento e a estabilidade
quase certa; vide (Costa and Marques, 2006; de
Souza and Colaneri, 2007; Fang and Loparo, 2002).
Este artigo apresenta uma metodologia para analise
da MS-estabilidade de SLSM baseada em algoritmo
desenvolvido utilizando linguagem de programacéo
C++. O enfoque principal ¢ a sintese de um algoritmo
que tivesse uma linguagem mais acessivel para varios
profissionais de diversas areas do conhecimento
podendo ser aplicado em diversas situacdes.

2 Proposito

Para andlise da MS-estabilidade de SLSM em tempo
continuo, apresentamos um algoritmo baseado em
inequacBes matriciais lineares (LMls, do inglés Line-
ar Matrix Inequalities); vide (Boyd et al, 1994). De-
nominaremos este algoritmo de MPCAG, pois utiliza
0 Método de Planos de Corte (MPC), combinado
com o Algoritmo Genético (AG) para testar proble-
mas de MS-estabilidade.

Como os métodos MPC geram hiperplanos que
aproximam gradativamente o conjunto de solucdes
factiveis, determinar a MS-estabilidade de um SLSM
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resume-se em resolver um Problema de Programacéo
Linear (PPL). O AG ¢é proposto para resolver este
PPL sob penalidade das restricdes com o uso do Mé-
todo da Barreira Logaritmica (MBL). Optou-se por
utilizar o AG para fins de comparagdo com outros
métodos de resolugdo de PPL.

3 Métodos

Definicao 1. (MS-estabilidade) O sistema (1) ¢ dito
MS-estavel se para quaisquer x(0) e distribuicéo
inicial de &, :

i E %) =

O proximo teorema caracteriza a MS-
estabilidade de sistemas SLSM usando LMIs.
Teorema 1 (El Ghaoui and Rami, 1996). O sistema
SLSM (1) é MS-estavel se, e somente se, existem ma-

trizes P, =PR" >0, que satisfazem as inequagdes

1]

AiTPi+PiAi+Zﬂ,P <0,i=12,..,N (3
j=

Equivalentemente, podemos reescrever o Teo-
rema 1 substituindo as LMIs (3) pelas equagdes de
Lyapunov-Metzler

A,P+PA+Z/I”PJ—— (4)

Sendo Q, =Q/ >0 matrizes arbitrarias, pode-
mos escolher Q. =Q e obtemos

Teorema 2. O sistema SLSM (1) é MS-estavel se, e
somente se, para qualquer matriz Q:QT >0, exis-

tem matrizes P =P >0, que satisfazem as inequa-
cOes de Lyapunov-Metzler

AP +PA +Z/1” P,+Q<0,i=12..N (5

Corolario 1. Se, para qualquer matriz Q=Q" >0,
existe uma Unica matriz P=P" >0, tal que

A'P+PA +Q<0 (6)

entdo o sistema (1) é MS-estavel.
Como as inequacdes de Lyapunov (3) definem
N conjuntos convexos C, e a intersecdo de um nd-

mero finito de conjuntos convexos é um conjunto
convexo, define-se 0 dominio convexo como

afim de resolvé-las via anélise convexa.

Utiliza-se um método de plano de corte proposto
por Ferreira (1994). Métodos de planos de corte ge-
ram hiperplanos que aproximam gradativamente o
conjunto de solugdes factiveis do problema. Deste
modo, o proximo teorema nos permite encontrar,
caso exista, uma solucéo para as LMIs (5).

Teorema 3. Dada uma matriz Q=Q" >0. Conside-
re 0 seguinte problema de otimizacéo:

N
min:> Tr(R
i=1
sujeito a:
P=P">0

AP +PA+Z/1,J P,+Q<0,i=12...,N "

As seguintes aflrmagoes sdo verdadeiras:

1. O problema (7) é convexo;

2. Para N =1 sua solugéo é igual a equagédo de
Lyapunov-Metzler;

3. Para R, ndo factivel, existe sempre um hi-
perplano que separa P, do conjunto de solu-
¢Oes factiveis.

Com base em (Ferreira, 1994), temos 0s seguin-
tes hiperplanos suporte para as restricbes do Teorema
3:

o Para as restricbes P, =P" >0 tem-se os se-

guintes hiperplanos suporte:

gR)=x"(-Rx<- @
e Para as restricdes

N
AP +PA+> 4P, +Q<0

i=1

tem-se o0s seguintes hiperplanos suporte:

h(P,) = x (A P +PA +Z/1,J J+Q}<s-(1+g) 9)

onde xeR" e & é uma constante préxima de zero

utilizada com critério de parada do algoritmo
MPCAG.

Para solucionar o problema convexo (7) utilizou-
se uma abordagem heuristica com o AG. Escolheu-se
0 AG devido a sua capacidade de trabalhar com uma
populacdo de solugBes simultaneamente, e porque é
facilmente hibridizado com outras técnicas, no caso
com o MPC.

Entretanto, como (7) é um problema de otimiza-
cdo linear com restricGes, aplicar o AG para solucio-
na-lo exigiu a penalizacdo das restricbes com uma
funcdo barreira logaritmica, (Camponogara, 2006) e
(Engelbrecht, 2007). Deste modo, o AG resolve o
seguinte problema de otimizagéo:

min:iTr(P —;{iln(ﬂhi R +isi] (10)
i=1 i=1 i=1 i=1

onde x>0 é o pardmetro da barreira, e
R=hi-[g(R)+e] e S ={-[n(R)+s+1]}.



Com estas consideracfes, a Figura 1 apresenta a
estrutura do algoritmo MPCAG.

| Obter as matrizes 4 do SLSM ]

L

[ Estimar uma solugaa inicial 7, = B >0 para o SLSM__|

———[Gerar hiperplano suporte para cada restrigio violada (MPC)

[ Aplicar AG com MBL para resolver (10)]

Imprimir resultados \

Imprimir diagnéstico |

Figura 1. Estrutura do algoritmo MPCAG

A préxima secdo apresenta resultados obtidos
com o algoritmo MPCAG.

4 Resultados

Antes de ilustramos os resultados, as constantes utili-
zadas no MPC e no MPCAG sao dadas na Tabela 1.

MPC
& 10°°
Maéximo ndmero de iteragdes 100
MBL
H 10712
AG
Tamanho da populagéo 8
NUmero de geracoes 100
Tamanho do cromossomo 22
Taxa de crossover 0,6
Taxa de mutagéo 0,01

Tabela 1. Parametros do MPC e MPCAG

Exemplo 1. Considere o0 SLSM com dois modos de
operacédo

Al_o 1 eAZ_o 1 eom
I -2 —1)

matriz de transicdo correspondente
A -1 1 e 0 10
Tl - o 1)

Para testar a MS-estabilidade pelo Teorema 1,
resolvemos as LMIs (3) utilizando o LMI Control
Toolbox do MATLAB. Como as solugdes

(66,2129 18,5573
' \185573 42,7632
(67,1042 9,8615}
2 =

9,8615 37,1508

sdo matrizes definidas positivas o sistema é MS-
estavel. Agora, usando o Teorema 2, obtemos

1 =

16,9978 39,1968
61,3231 9,0570
(9,0570 34,0353)
Com a utilizagdo do Corolario 1 obtemos

53,3923 10,7207
10,7207 29,9222 )

Por fim, para testar a MS-estabilidade pelo Teo-
rema 3, resolvemos o problema de otimizacdo conve-
xa (7) usando a fungdo mincx do LMI Control Tool-
box do MATLAB. Com a seguinte solu¢do para uma
Unica matriz P :

[2,5754 0,6391

0,6391 14927

E com a seguinte solugéo para Pe P,:
(16621 04919) (16452 0,2545
* 10,4919 10,9328 2 10,2545 08141
apos 12 iteragdes.

Os resultados que seguem ilustram a utilizagdo
do algoritmo MPCAG para testar a MS-estabilidade
segundo o Corolario 1.

As Figuras 2 e 3 ilustram a evolugdo do algorit-

mo de planos de corte do Exemplo 1 com 0 uso do
algoritmo Simplex.

[60,5176 16,9978J e

h =

J, apos 5 iteragdes.
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Figura 2. Evolugéo do algoritmo MPC para o SLSM do Exemplo
1 considerando uma Gnica matriz P

Evolugéo do Algoritmo Método de Planos de Corte
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o 1 2 3 4 5 6
Namero de iteragdes do algoritmo

Figura 3. Convergéncia do algoritmo MPC para o0 SLSM do E-
xemplo 1 considerando uma Gnica matriz P

Assim, ap0s 6 iteragdes, o algoritmo MPC ob-

tém, phpc —[ 20 00
! 06 15)



As Figura 4 e 5 ilustram a evolucdo do algoritmo
MPCAG.

Evolugdo do Algoritmo MPCAG

Elementos da matriz P
{Caso Continuo - 2" ordem)

2
Namero de iteragdes do algoritmo

Figura 4. Evolucéo do algoritmo MPCAG para 0 Exemplo 1 con-
siderando uma Gnica matriz P

Evolugdo do Algoritmo MPCAG

Evolugao do maximo aulovalor do sistema

Namero de iteragdes do algontmo

Figura 5. Convergéncia do algoritmo MPCAG para 0 Exemplo 1
considerando uma Gnica matriz P

Apos 4 iteragdes, o algoritmo proposto obtém
PMPCAG _ 2,703122 0,686982
10,686982 1,524846 )

Exemplo 2. Consideremos 0 SLSM do Exemplo 1.
Este exemplo ilustra a aplicacdo do algoritmo
MPCAG utilizando o Teorema 3.
As Figuras 6 e 7 ilustram a evolugdo do algorit-
mo MPC com o uso do algoritmo Simplex.
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Figura 6. Evolucéo do algoritmo MPC para os elementos da ma-
triz P, do sistema do Exemplo 2
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Figura 7. Evolugao do algoritmo MPC para os elementos da ma-

triz P, do sistema do Exemplo 2

Apos 4 iteragdes, o algoritmo MPC obtém,

18 0,6 18 0,3
PlMPC _ e P2MPC _ _
06 11 0,3 0,9

As Figuras 8 e 9 ilustram a evolucdo do sistema
SLSM, do Exemplo 2, por meio do algoritmo MP-
CAG, em termos das matrizes P;.
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Figura 8. Evolugéo do algoritmo MPCAG para os elementos da
matriz P; do SLSM do Exemplo 2
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Figura 9. Evolugéo do algoritmo MPCAG para os elementos da
matriz P, do SLSM do Exemplo 2

Apos 5 iteragdes, o algoritmo MPCAG obtém,

PlM PCAG _ (

PMPCAG _ 3,005470 0,617145 .
2 0617145 1,479320

2,489800 0,905002 o
0,905002 1,934790

As Figuras 10 e 11 demonstram a convergéncia
dos algoritmos MPC e MPCAG para 0 SLSM.
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Figura 10. Convergéncia do MPC para 0 SLSM do Exemplo 2
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Figura 11. Convergéncia do MPCAG para 0 SLSM do Exemplo 2

5 Discussdes

A partir dos resultados ilustrados nas Figuras de 2 a
11, percebemos que a analise da MS-estabilidade
para SLSM via MPC combinado com AG — MP-
CAG, gerou resultados satisfatorios quando compa-
rado, em termos de iteracdes e tempo computacional,
a analise do mesmo problema via Programagdo Line-
ar (PL). O MPCAG aplicado ao SLSM (5), quando
comparado ao MPC, mostrou-se mais eficiente, em
termos de matriz P . Resultados mais satisfatorios
podem ser atingidos com a manipulacdo dos parame-
tros do AG, como tamanho da populagéo, taxa de
crossover e taxa de mutagdo. Vale ressaltar que a

introdugdo de uma tnica matriz Q=Q" >0 no Teo-

rema 3 reduz o custo computacional quando compa-
rado a resolugdo do mesmo problema com o uso das

inequagdes de Lyapunov-Metzler (Q, :QiT >0).

As figuras com a evolucéo de cada algoritmo foram
geradas através do software MATLAB.

6 Conclusao

Neste trabalho, propomos um algoritmo hibrido:
uma combinacdo do MPC com um AG, para analise
da MS-estabilidade de sistemas lineares a saltos mar-
kovianos em tempo continuo. Uma pesquisa biblio-
gréfica foi realizada e ndo se constatou trabalhos de-
senvolvidos acerca do tema. Desse modo, para com-
pararmos a eficiéncia do MPCAG primeiramente
implementou-se 0 MPC via Simplex.

O MPCAG mostrou-se eficiente a analise de es-
tabilidade de varios exemplos de SLSM em tempo
continuo de segunda e terceira ordens.

Atualmente 0 MPCAG esta sendo empregado
para a analise de MSS de SLSM em tempo discreto.
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