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Abstract— Orthonormal basis filter models (OBF) have several advantages compared with the ARX, FIR,
ARMAX, OE e BJ models. But, the use of OBF models to represent systems with time delays lead to unnec-
essarily high model orders. It is presented a combined model named orthonormal basis filter plus time delay
(OBF-TD). This way, the model order can be chosen to improve model performance and it is possible to directly
obtain SOPTD models. Simulation results are presented to illustrate the techniques.
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Resumo— Modelos em bases de funcdes ortonormais (OBF) possuem diversas vantagens quando comparados
com os modelos ARX, FIR, ARMAX, OE e BJ. No entanto, a utilizagdo de modelos OBF na aproximacdo de
processos com atraso resulta em modelos com ordens desnecessariamente elevadas. Assim, é apresentado um
modelo combinado chamado de modelo OBF-TD (bases de fungbes ortonormais com atraso) formado por um
modelo OBF e um modelo de atraso TD. Desse modo, a ordem do modelo pode ser escolhida para reduzir o erro
na representacao e também ser possivel obter diretamente modelos SOPTD. Resultados de simulagao ilustram

as propriedades das técnicas apresentadas.
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1 Introducao

A identificacao de modelos é essencial para o pro-
jeto de controladores baseados em modelos. Em
diversas situagoes, a obtencao desses modelos a
partir da modelagem é muito custosa devido a
estrutura complexa dos processos. Desse modo,
as técnicas de identificacao de sistemas sao fer-
ramentas importantes (Ramakrishnan and Chi-
dambaram, 2003).

Os modelos lineares mais utilizados sao: res-
posta ao impulso finita (FIR); autorregressivos
com entrada exégena (ARX); autorregressivos
com média mével e entrada exdgena (ARMAX);
erro na saida (OE); Box-Jenkins (BJ) (Ljung,
1999).

Modelos em bases de fungoes ortonormais
(OBF) possuem diversas vantagens com relagao
aos modelos lineares mais utilizados (Badwe et al.,
2011). O numero de pardmetros necessarios para
representar as dindmicas do processo é menor
(parcimoénia), a modelo é linear nos parametros
(otimizagao convexa) e os modelos do processo e
do ruido podem ser parametrizados de forma in-
dependente (Heuberger et al., 2005).

Existem diversos tipos de fungoes que for-
mam as bases de um modelo OBF. Estas fungoes
sao parametrizadas em termos de um conjunto
de polos selecionados previamente. Exemplos
dessas fungoes sao as funcgoes de Laguerre e as
fungbes de Kautz. As fungbes de Laguerre sdo
parametrizadas em termos de um tnico polo. J&
as fungoes de Kautz sao parametrizadas em ter-
mos de dois polos reais ou dois polos complexos.

Uma lista completa de fungoes e suas propriedades
segue em Heuberger et al. (2005).

A obtencao de um modelo OBF com nuimero
reduzido de parametros é possivel se o tipo de
funcao apropriada for escolhido e boas estimativas
dos polos dominantes estiverem disponiveis (Tufa
et al., 2011). Estimativas dos polos dominantes
sao normalmente obtidas a partir de experimentos
de resposta ao degrau ou da experiéncia do ope-
rador do processo. No entanto, experimentos de
resposta ao degrau sao geralmente longos, pouco
informativos e sensiveis as perturbagoes que ocor-
ram durante a realizacdo do experimento. Desse
modo, é desejado um experimento que seja infor-
mativo no dominio da frequéncia e do tempo e que
nao seja necessario nenhum conhecimento sobre o
processo para o projeto da excitacao.

O atraso ou tempo morto estd presente em di-
versos processos industriais. Modelos simples de
primeira ordem com atraso (FOPTD) e segunda
ordem com atraso (SOPTD) sao bastante utiliza-
dos para a sintonia de controladores industriais.
No projeto de controladores PID, o modelo mais
utilizado é do tipo FOPTD (Ljung, 2002).

A utilizagao de modelos OBF na aproximagao
de processos com atraso resulta em modelos com
ordens desnecessariamente elevadas devido a re-
presentacao em série infinita do atraso. No en-
tanto, caso o atraso seja conhecido, é possivel
trata-lo separadamente. Assim, o modelo do pro-
cesso pode ser um modelo combinado formado por
um modelo OBF e um modelo de atraso TD. Este
modelo é chamado de modelo OBF-TD (bases de
fungdes ortonormais com atraso). Nesse caso, a



ordem do modelo pode ser escolhida de modo a
reduzir o erro na representacao da dinamica, além
de também ser possivel obter diretamente modelos
FOPTD e SOPTD. Em Santos and Barros (2012)
foi tratado o problema da estimagao de modelos
FOPTD utilizando modelos OBF-TD.

O objetivo deste trabalho é estimar mode-
los SOPTD utilizando modelos OBF-TD. Para as
fungoes que formam as bases do modelo OBF-
TD sao utilizadas as funcoes de Kautz. A in-
formagdo preliminar (conhecimento sobre os po-
los dominantes e atraso) é obtida a partir de um
experimento de identificacao preliminar e da téc-
nica de identificagao para modelos SOPTD apre-
sentada.

Este trabalho é organizado da seguinte forma:
na Segao 2 sao definidos os modelos OBF-TD e
escolhidas as funcgoes bases utilizadas; na Segao
3 sao apresentados o experimento preliminar e a
técnica de identificagao para modelos SOPTD; na
Secao 4 é descrito o procedimento utilizado para
a estimagao dos coeficientes do modelo OBF-TD;
na Secao 5 sao apresentados os exemplos de sim-
ulacao; e na Segao 6 seguem as conclusoes.

2 Modelos OBF-TD

Um modelo em bases de fungoes ortonormais com
atraso (OBF-TD) é um modelo combinado for-
mado por um modelo OBF e um modelo de atraso
TD. Este modelo combinado é possivel se o atraso
for conhecido previamente. A defini¢do seguinte
resume a ideia.

Definigao 1 Considere a funcdo de transferéncia
do processo G(s) com atraso ndo nulo L e realize
a decomposi¢io G(s) = G(s)e 5. A funcio de
transferéncia G(s) pode ser descrita utilizando um
modelo OBF de ordem n como

G(s) = c1F1(8) + caFa(8) + ... + cn Fn(s) (1)

em que o congunto {F;(s)}i_, € formado pelas
bases de funcdes ortonormais de Takenaka-
Malmquist e os c;’s sdo os coeficientes da base.
O modelo OBF-TD de G(s) é, entdo, dado por

G(s) = (c1F1(s)+caFo(s)+...+cnFp(s))e L (2)
em que n é a ordem do modelo.

Como o atraso é tratado de forma separada
nos modelos OBF-TD, a ordem pode ser escolhida
de modo a reduzir o erro de estimacao, dado que
mais membros da série infinita sao considerados.
Por outro lado, como o atraso é incluido na repre-
sentacao em modelos OBF, a ordem do modelo é
desnecessariamente elevada, ji que o atraso e as
dindmicas sao representados de forma conjunta.

A escolha da funcdo base determina a
classe de processos que podem ser adequada-
mente representados pelo modelo OBF-TD.

Neste trabalho sao consideradas as fungoes de
Kautz. Essas funcoes sao casos particulares das
fungoes de Takenaka-Malmquist (Takenaka, 1925;
Malmquist, 1925).

As funcoes de Kautz sao dadas por
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em que i = 1,..,n, b = 2Re(&), c = |&]?, & € C
e Re(&) > 0 sdo os parametros que definem os
polos de Kautz.

A informacao sobre o processo necessaria para
a estimagao do modelo OBF-TD sao os polos que
formam as bases e o atraso. Esta informacao é
obtida utilizando o experimento preliminar e a téc-
nica de identificagao para modelos SOPTD apre-
sentados na préxima segao.

3 Informacgao preliminar sobre o processo

3.1 Ezperimento de identificagcdo preliminar

Dado que nesse estiagio do procedimento de
identificacdo nenhuma informagao pode estar
disponivel, nao deve ser necessario qualquer con-
hecimento sobre o processo para o projeto do ex-
perimento. Além disso, este deve ser informativo
nos dominios do tempo e da frequéncia. No en-
tanto, como é utilizado o experimento do relé, pelo
menos o nivel de ruido é necessério para o ajuste
da histerese.

Assim, considere a excitagao apresentada na
Figura 1. Esta é composta por uma parte de alta
frequéncia e uma parte de baixa frequéncia. A
parte de alta frequéncia (wgy) é gerada pelo ex-
perimento do relé padrao aplicado por N; ciclos
e com periodo T;,. Em seguida, um pulso retan-
gular com largura NyT,,/2 é aplicado seguido de
um intervalo de NyT, /2 com entrada zero. Isto
caracteriza a parte de baixa frequéncia (wr,).

O periodo Ty, é o periodo de oscilacao em res-
posta ao relé e nao pode ser modificado. Este
periodo é caracteristico de cada processo. O
periodo T, nao é conhecido previamente, este é
obtido no momento da execucao do experimento.

Deve-se notar que, como o nivel DC ¢ difer-
ente de zero o ganho em regime permanente pode
ser estimado. Além disso, a parte de alta frequén-
cia estd proxima da frequéncia critica do processo.

A excitacao pode ser utilizada de modo a ex-
citar o processo em frequéncias desejadas rela-
cionadas com o ponto de alta frequéncia (wg)
e com o ponto de baixa frequéncia (wr). Desse
modo, a informagao da resposta em frequéncia do
processo é obtida em uma maior regiao de frequén-
cia quando comparado com o experimento do relé.

Para o projeto do experimento é necessario
determinar os parametros N1 e No. O parametro
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Figura 1: Experimento preliminar

N7 define o ntmero de periodos do relé e o
pardmetro Ny define a largura do pulso (N2, /2)
e o periodo do pulso (N2T,). Escolher Nj pe-
queno torna o experimento mais rapido, mas re-
duz a contribuicao de poténcia no ponto de alta
frequéncia. Por outro lado, escolher N7 grande
torna o experimento mais longo, mas aumenta a
contribuicao de poténcia no ponto de alta frequén-
cia. Uma maior contribuicao de poténcia melhora
a relacao sinal/ruido nesse ponto. Na prética, é
necessario escolhe um valor de N7 tal que o in-
tervalo de tempo resultante seja suficiente para
que o regime permanente do ponto de vista das
oscilagoes tenha sido atingido, ou seja, o periodo
T, seja aproximadamente constante. Em geral,
N1 = 3 ou N1 = 4 ¢ suficiente, ou seja, 3 ou 4
periodos de oscilagao.

A escolha do parametro N> determina qual
ponto de frequéncia do processo é excitado pela
parte de baixa frequéncia da excitagdo. A regido
de interesse para a localizagao do ponto de baixa
frequéncia é aquela em que a fase do processo esta
entre —45° e —135°. A partir de diversos testes a
recomendagao para o parametro No é 2 < Ny <
3. Vale observar que o periodo do pulso é um
miultiplo do periodo da parte de alta frequéncia
T, obtido do experimento do relé.

A vantagem de utilizar esse experimento é que
o tempo de experimento é varidvel, varios pontos
de frequéncia podem ser obtidos e nenhum con-
hecimento prévio sobre o processo é necessario.

3.2  Técnica de identificacdo de modelos SOPTD

Nessa Secao é apresentada a técnica de identifi-
cagao para modelos SOPTD. O experimento pre-
liminar, apresentado anteriormente, é utilizado
para obtencao dos dados. A proposigdo seguinte
resume a técnica.

Proposicao 1 Considere um modelo SOPDT

com fungdo de transferéncia dada por

— Y(S) _ K e—Ls
as? +bs+1

(5)

em que K € o ganho do sistema, L € o atraso e
a eb sao os coeficientes do polinomio do sequndo
grau.

Defina |G(jwi)| e ¢p(w;) como o ganho e a fase
do sistema em w;, respectivamente. Assuma que o
ganho G (0) e que G(jw;) sdo estimados e defina

o ganho relativo como k(w;) = |GC(;{‘6’;)|.

Resolva o sistema de equagoes dado por

—/i2 w1
oo +fay = Lle) (6)
wiag + wiag= 71;;‘(05:’)2)

Entao, os parametros do modelo SOPDT po-
dem ser calculados como

b= /o + 21 (8)
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K=G(0). (10)

Proof: O médulo de G(s) em uma frequéncia
qualquer é

K
VI —aw?)? + (bw)?

Fazendo K = |G(0)], dividindo por |G(0)|, el-
evando ao quadrado e desenvolvendo os termos,
tem-se

G(jw)| = (1)

2 4 2 o 1-#K
a“w” + (b° — 2a)w* = — (12)

Com a Equagao (12) e a informacao de dois
pontos de frequéncia obtidos do experimento, é
possivel o sistema dado na Equagdo (6) em que
a1 =a? e ag = b% — 2a.

Agora, escreva a equagdo para a fase de G(s),
definida como

$(w) = —wL — arctan (biw) . (13)

1 — aw?

Utilizando a Equacao (13), os dois pontos de
frequéncia e as constantes de tempo estimadas, o
atraso é estimado como

L(w;) = 5 [gf)(wi) — arctan (%)] . (14)

O



As frequéncias de interesse, pelo menos duas
frequéncias, sao escolhidas de acordo com o es-
pectro do sinal de entrada definido pelo projeto
do experimento proposto. O experimento é proje-
tado de modo a excitar o processo em no minimo
dois pontos de frequéncia, wy, e wy.

No dominio do tempo, a estimativa para o
atraso L é obtida a partir de uma procura baseada
no fato da saida do processo ser zero até o in-

>t
stante de tempo em que ¢t = L, ou seja, [ y(t) =
t>t ’
[ y(t), em que #; é o instante de tempo tal que
L

t1 > L. No contexto desse trabalho ¢; é o instante
de tempo do primeiro chaveamento do relé.

O procedimento é realizar uma busca no
tempo tal que o maior valor de L seja encontrado
de modo que um determinado critério de parada
tenha sido atingido. Por exemplo, faca L = t; e
reduza L até que

/tly(t) ]ly(t) < a/tly(t) (15)
0 i 0

em que « é um limiar que define a sensibilidade
ao ruido (caso haja ruido). Uma das formas de es-
colher o limiar « é observando o desvio padrao do
sinal de saida em torno de um ponto de operacao
fixo.

Por fim, é possivel combinar os atrasos obti-
dos nos dominios do tempo e da frequéncia da
seguinte forma: o atraso escolhido é o maximo en-
tre os atrasos obtidos no dominio do tempo L; e
da frequéncia Ly, L = max{L;, L;}. O maximo é
escolhido de modo a obter a escolha mais conser-
vadora.

4 Estimagao de modelos OBF-TD

Nesta Secao estao descritos o experimento de iden-
tificagdo e os algoritmos utilizados para a esti-
macao dos modelos OBF-TD.

4.1 Experimento de identificacdo

As excitagoes frequentemente utilizadas nos ex-
perimentos de identificacao apresentadas na liter-
atura sao: sinais PRBS, sinais GBN e sinais for-
mados por multiplas sendides (Ljung, 1999; Pin-
telon and Schoukens, 2001).

Neste trabalho, o experimento é projetado
baseado na informacao obtida utilizando o exper-
imento preliminar e a técnica de identificacao de
modelos SOPTD. A excitacao utilizada nesse ex-
perimento é do tipo PRBS.

O méaximo periodo possivel de um sinal PRBS
com n estados é M = 2™ — 1, pois o estado zero
nao ¢ incluido. Um sinal PRBS com periodo M
¢ chamado de sinal PRBS de tamanho méximo e

possui caracteristicas semelhantes & de um ruido
branco. J4 um sinal PRBS do tipo passa-baixa
e obtido com o aumento do periodo de chavea-
mento Ty;. O periodo de chaveamento pode ser
escolhido como em (Gaikwad and Rivera, 1996),
ou seja,
2, 87,
Ty, < 2200 (16)
S
em que « € a velocidade da resposta em malha
fechada e 740, € a constante de tempo dominante.

4.2 Estimacao

De modo a obter um modelo OBF-TD utilizando
as funcoes de Kautz sdo necessarias algumas in-
formagobes preliminares sobre o processo: atraso e
polos. Assim, os polos das fungoes de Kautz sao
selecionados iguais aos polos obtidos com a técnica
de identificagao para modelos SOPTD.

Em seguida, é necessario calcular os coefi-
cientes da base ¢;’s. Devido a linearidade nos
parametros, sao utilizados regressores lineares
para a estimagao (otimizagao convexa). Os coefi-
cientes da base dados na Equagao (2) sdo estima-
dos utilizando o algoritmo dos minimos quadrados
em que o vetor de pardmetros é

0=1[cico..co]t €R" (17)
e os regressores sao formados por

p(t) =Tnu'(t) (18)

em que u'(t) = u(t — L) é o sinal de entrada
atrasado,

[(s) = [F1(8) Fo(s) ... Fu(s)]” (19)

e n é a ordem do modelo.
A estimativa dos coeficientes da base é dada
por

A L -1 L
On = l— > w(f)wT(t)] [— > w(t)y(t)]
N t=1 N t=1
(20)
em que Oy 6 o vetor de estimativas, NV é o nimero
de pontos ou tamanho do experimento e y(t) é a
saida do processo.

O procedimento para a estimagao de um mo-
delo OBF-TD é resumido no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 FEstima¢ao de modelos OBF-TD

1. Obtenha as constantes de tempo e atraso uti-
lizando a técnica de identificacdo para mode-

los SOPTD.

2. Realize o projeto e execute o experimento de
identificagdo utilizando sinais PRBS.

3. Escolha a base do modelo OBF-TD. Escolha
os polos das fungoes de Kautz iguais ao polos

obtidos no modelo SOPTD.



4. FEscolha a ordem n do modelo OBF-TD.
5. Obtenha a estimativa do modelo OBF-TD,
Eq. (20).

5 Exemplos de simulacao

A funcao de custo utilizada na comparacao das
técnicas de identificagdo no dominio do tempo é

1N

EZN

i

S (T - gD (21)
k=0

em que y (kTy) e § (kTs) é a saida do processo real
e estimada, respectivamente.
No dominio da frequéncia é dada por

N,—1

E= N Z |G (jwr) — G(jwr)] (22)
“ k=0

em que N, é o numero de pontos de frequéncia,
G(jwg) é a resposta em frequéncia do processo
e G(jwk) é a resposta em frequéncia do modelo
identificado.

O periodo de amostragem utilizado em todos
os exemplos é o mesmo e igual a 0,01 segundos.

5.1 Ezemplo 1

O processo utilizado para o primeiro exemplo é do
tipo SOPTD. A funcao de transferéncia do pro-
cesso é dada por

1 —2s

Gi(s) = —
1) = o T 1 1°

(23)

O primeiro passo € realizar o experimento pre-
liminar e utilizar a técnica de identificacao para
modelos SOPTD. Segue na Figura 2 a resposta
do sistema ao experimento preliminar para o caso
com ruido de média zero e variancia 0,005. A
largura do pulso é Ny/2 =1,5.

Excitagdo proposta
ar— = = =—Entrada [
1 Saida ||

Amplitude

0 20 40 60 80 100 120
Tempo(segundos)

Figura 2: Exemplo 1 - Experimento preliminar

Os modelos SOPTD identificados utilizando a
técnica proposta e a técnica RChi (Ramakrishnan
and Chidambaram, 2003) seguem na Tabela 1 as-
sim como os valores de € e E. O modelo obtido

utilizando a técnica proposta apresentou melhores
resultados tanto no dominio do tempo quanto no
da frequéncia.

Tabela 1: Exemplo 1 - Modelos identificados

Processo 1 Gi(s) = meds
0,00 -7,
G1p(5) = 5o5s2r1099577€ 199
Proposta e=1,92 x 1076
E=9,11 x 1074
— T =181
Gie(s) = maTmona®
RChi €=3,55 x 107
E=53x 1073

Em seguida, um sinal PRBS com amplitude
+1 foi projetado com periodo de chaveamento
escolhido de acordo com a Equagdo (16) com
Tiom = 10,01. Para esse exemplo, os parametros
de projeto do sinal PRBS sao a5 = 2, T4om = 10
segundos e 5 = 5. Os valores escolhidos para
o tamanho do experimento Ny e para o periodo
de chaveamento T, foram Ny = 500 e T = 3
segundos.

Os polos de Kautz sao iguais ao polos obtidos
do modelo SOPTD Gi,(s) e o atraso é L = 1,99.
A ordem do modelo foi escolhida como n = 2, ou
seja, dois coeficientes sdo estimados (¢c; = —8,6 X
107 e cp = 0,21). Este modelo é chamado OBF-
TD2.

Os modelos G1p(s) e OBF-TD2 foram avalia-
dos com relacao a uma nova sequéncia PRBS uti-
lizada para validacao. O PRBS de validagao é
do mesmo tamanho que o utilizado para identifi-
cacao, mas com periodo de chaveamento reduzido
em 1/4. Os erros absolutos em funcdo do tempo
seguem na Figura 3.

25

OBF-TD2
= = Modelo Preliminar

Amplutide

Tempo (segundos)

Figura 3: Exemplo 1 - Erro absoluto em fungao
do tempo

O modelo Gip(s) j& é uma boa estimativa
do processo quando comparado como o modelo
G1c(s) (Tabela 1). Ainda assim, o modelo
de segunda ordem OBF-TD2 apresenta um re-
finamento tanto no dominio do tempo (Figura
3)quanto no dominio da frequéncia. Os valores das
fungoes de custo calculados para o experimento de
validagao seguem na Tabela 2.



Tabela 2: Exemplo1-ce E
G1p(s) OBF-TD2
e [ 1,12 x 1077 | 8,89 x 10°®
E| 31x103% | 21x10*

5.2  Ezxemplo 2

O processo utilizado nesse exemplo é dado por

1 —1s
(25 + 1)(s +1)(0,45 + 1)(0,2s + 1)
(24)
As informacoes das constantes de tempo e do
atraso sao obtidas utilizando os mesmos procedi-
mentos do exemplo anterior. O modelo SOPTD
obtido é dado por

GQ(S) =

0,99
) 671,455

G pr—
2(5) = 5 E T 3135 1 1

(25)

Os parametros de projeto do sinal PRBS sao
as = 2, Tgom = 2,67 segundos e B; = 5. Os
valores escolhidos foram Ny = 1000 e T = 3
segundos. Para o modelo OBF-TD com n = 2
utilizando bases de Kautz (OBF-TD2-2) os valores
dos coeficientes sao ¢; = —0,083 e ¢ = 0, 396.

De modo a comparar as estimativas foi uti-
lizada a técnica proposta em Skogestad (2003).
Nesta técnica, dado o modelo do processo é pos-
sivel obter uma aproximagao de segunda ordem
com atraso. O modelo SOPTD ¢é dado por

1
e b, (26)

G =
() = 5 F T 325 1 1

Na Tabela 3 seguem os erros nos dominios do
tempo e da frequéncia dos modelos OBF-TD2-2 e
Gai(s). A partir dos valores do erros nos dominios
do tempo e da frequéncia pode-se concluir que o
modelo OBF-TD utilizando bases de Kautz ap-
resentam melhores resultados quando comparado
com o modelo Go(s). Vale lembrar que o modelo
Gai(s) é obtido a partir do conhecimento exato
da fungéo de transferéncia Ga(s).

Tabela 3: Exemplo 2 -ce E
OBF-TD2-2 Goax(s)
e 2,82 x10%]7,21 x 10°°
E 0,005 0,008

6 Conclusao

Neste trabalho foram apresentadas as técnicas
e procedimentos utilizados para a estimacao de
modelos SOPTD a partir de modelos OBF-TD. Os
modelos OBF-TD sao modelos combinados (mo-
delo OBF + modelo TD). Foi observado, a par-
tir de exemplos de simulacao, que os modelos
OBF-TD representam um refinamento tanto no

dominio do tempo quanto no dominio da frequén-
cia quando comparados com os modelos SOPTD
obtidos (técnicas proposta, RChi e Skogestad).
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