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Abstract— Nonlinear systems can be modeled in several ways, among them piecewise affine models. This
article is a brief summary of this type of modeling, and a review of three analysis tools that can be calculated
analytically: nullclines, connecting curves and vortex core curves. A case studies was made for a piecewise system
that has a chaotic attractor Rossler-like. It was analyzed their respective switching surfaces and found common
characteristics on surfaces of strange attractors and common characteristics on switching surfaces on limit cycles
but different when they are compared. This is relevant in the context of modeling since it allows performing the
modeling of a system aiming a specific chaotic behavior.

Keywords— Piecewise affine models, atractor, cycle limit, nullclines, vortex core curves, connecting curves.

Resumo— Sistemas néo lineares podem ser modelados de varias maneiras, entre elas a modelagem afim por
partes. Esse artigo faz um breve resumo sobre esse tipo de modelagem, e uma revisao de trés ferramentas de
andlise que podem ser calculadas analiticamente: nullclines, curvas conectantes e curvas do nucleo de vértice.
Um estudo de caso foi feito para um sistema afim por partes que possui um atrator caético do tipo Rossler.
Foi analisado suas respectivas superficies de chaveamento e descobriu-se caracteristicas comuns para superficies
de atratores estranhos e caracteristicas comuns em superficies de chaveamento de ciclos limites mas diferentes
quando comparadas entre si. Isso é relevante no &mbito da modelagem pois possibilita realizar a modelagem de

um sistema objetivando um comportamento cadtico especifico.

Palavras-chave— Sistemas afim por partes, atrator, ciclo limite, nullclines, curvas conectantes, curvas de

nucleo de voértice.

1 Introducgao

A Identificacdo de Sistemas é uma das atividades
mais antigas e relevantes da ciéncia. E a drea do
conhecimento que estuda maneiras de modelar e
analisar sistemas na tentativa de encontrar algum
padrdo em observagbes ( Aguirre (2007)). Para
identificar um sistema, é necessario propor um
modelo que consiga descrever algumas de suas ca-
racteristicas. Um sistema pode ser definido como
um conjunto de objetos agrupados por alguma in-
teracao ou interdependéncia, de modo que exis-
tam relages de causa e efeito nos fendmenos que
ocorram com os elementos desse conjunto. Um sis-
tema é dindmico quando algumas grandezas que
caracterizam seus objetos constituintes variam no
tempo ( Monteiro (2006)).

O estudo tedrico de um sistema dindmico
pode ser divido em duas partes, a construgao de
um modelo adequado e a analise desse modelo.
Modelos sao um grande auxilio para a compreen-
sao da realidade e na resolucao de seus problemas.
Servem para reduzir a complexidade da realidade
de maneira que se possa extrair caracteristicas de
interesse ( Amaral (2006)).

A teoria moderna de sistemas dindmicos néo
lineares foi desenvolvida por Jules Henri Poincaré.
Em 1890, Poincaré escreveu o trabalho que deu
origem ao que hoje é conhecido como teoria dos
sistemas dindmicos ( Poincare (1890)). Os traba-
lhos de Poincaré deram a base para que se com-

preendesse o que é hoje conhecido como compor-
tamento dinamico caético.

Dentre os diferentes tipos de comportamen-
tos dindmicos, tem-se o caos, que é caracterizado
pela sua inerente sensibilidade a condigoes iniciais
e por uma aparente desordem quando é verificada
a sua evolugao temporal. Isso faz com que o sis-
tema seja imprevisivel a longo prazo, a despeito
do conhecimento das equagoes diferenciais ou de
diferenca que descrevem o seu comportamento. O
regime cadtico é de fato uma notével comprovagao
da hipétese deterministica da natureza.

Modelos utilizados na modelagem empirica
podem ser classificados em dois grandes grupos:
modelos globais e modelos afim por partes (MA-
APs). Os modelos globais explicam toda a faixa
de observagao da realidade com uma tnica es-
trutura. Nos modelos com estruturas por par-
tes, cada parte do modelo se encarrega de expli-
car uma Unica parte das observacoes. Essa se-
gunda abordagem, pela prépria filosofia de cons-
trugao, é capaz de fornecer uma explicagao para
o comportamento global. Por isso mesmo, essa
abordagem apresenta grande proximidade com a
forma como as engenharias resolvem problemas.
Ou seja, determinam-se pontos de operacao e, em
torno desses pontos, desenvolvem-se modelos sim-
ples, geralmente lineares ou afins.

Nos MAPPs a superficie de chaveamento é o
local onde as nao linearidades do sistema sao exis-
tentes para a transicao de um sistema linear para



o outro. Sendo assim a analise do que ocorre nesse
ponto de transicao é de suma importancia para a
compreensao da dinamica global do sistema afim
por partes.

O conhecimento do campo vetorial possui um
papel muito importante na determinagao de mo-
delos com estrutura por partes. Além de fornecer
informacoes locais sobre o sistema, também auxi-
lia na determinacao da superficie de chaveamento
dos MAPPs ( Amaral (2006)).Embora os pontos
fixos sao de fundamental importancia na estrutura
do retrato de fases dos sistemas, eles nao fornecem,
informacoes sobre a forma e o tipo de atratores.

Recentemente, novas ferramentas foram de-
senvolvidas para o estudo do campo vetorial de
sistemas nao lineares. Trés dessas ferramentas fo-
ram escolhidas para o estudo de caso desse ar-
tigo. A justificativa dessa escolha é pelo fato de
que essas ferramentas podem ser calculadas ana-
liticamente, utilizando apenas as equagoes do mo-
delo. Essa caracteristica é interessante no ambito
da modelagem pois é possivel construir o modelo
esperando um comportamento cadtico especifico
de acordo com os céalculos dessas ferramentas.

A variedade da curvatura do campo é uma
delas ( Ginoux and Rossetto (2006)). Provou-se
com esse trabalho que a componente dependente
do tempo da variedade da curvatura do campo
possui um papel muito importante na formagao
dos atratores cadticos. Uma outra ferramenta foi
a nullcline ( Thomas (2006)). Cada equacao do es-
tado estacionario do sistema a ser estudado define
uma nullcline. Basicamente, elas dividem o espaco
de estado em regides, e suas intersecoes definem os
pontos fixos do sistema. Em cada regiao definida
pela nullcline, o espaco vetorial possui um tipo
de comportamento. A anélise do espaco dividos
pelas nullclines auxilia na interpretacao global do
sistema. Finalmente, pode-se citar as curvas co-
nectantes ( Gilmore et al. (2010)). As curvas ligam
os pontos fixos nos lugares do campo vetorial onde
a componente tangencial da aceleragao é nula.

Existem vérios sistemas que possuem estru-
tura topolégica semelhante ao atrator de Rossler.
Esses sistemas foram estudados por ( Sprott and
Linz (2000); Letellier et al. (2006)).

O objetivo do artigo é utilizar dessas ferra-
mentas de andlise no plano da superficie de cha-
veamento de um sistema afim por partes do tipo
Rossler com o intuito de obter informagdes sobre
o diferentes comportamentos caéticos do sistema
estudado, mais especificadamente, atratores estra-
nhos e ciclos limites.

O artigo é organizado da seguinte forma: na
secao 2 é feito um breve resumo sobre conceitos
essenciais para o entendimento desse artigo. Na
se¢ao 3 é feita uma apresentagao do sistema afim.
Na sec¢ao 4 sao demonstrados os resultados e suas
andlises e finalmente, na se¢ao 5 as conclusoes so-
bre o tema.

2 Metodologia

2.1 Sistemas Afim por Partes

Entre as representagoes de modelos utilizadas na
identificagao e modelagem de sistemas dinamicos
nao lineares, os modelos afins por partes (MAPP)
destacam-se por possibilitarem uma interpretacao
global e local da dinamica reconstruida em ( Ama-
ral (2006)). A representagdo de modelos afim por
partes explicitos é dado por sua forma canoénica
descrita na equacao (1):

y:ax+b+Zci|aiz+bi|. (1)
i=1

A estrutura de modelos afim por partes é de-
finida por trés elementos ( Sontag (1981)):

1. Divisao do espago de estados:

O espago é dividido em um certo niimero de
politopos P; sendo que JP; =R e P; =
¢. Esses politopos sao determinados por
meio de desigualdades lineares que definem
semi-espagos S; = {x € R"|c;x+d > 0]}.
O Politopo P; pode ser definido como a
intersecao de um certo numero de semi-
espagos [|S; = P;. Os hiperplanos s; =
{x € R"|¢c;x+d > 0|}, que definem a parti-
¢ao dos semi-planos serao referidos como su-
perficie de chaveamento.

2. Modelo afim de cada particao do espago:

Uma vez determinadas as particoes do es-
paco, é necessario definir os subsistemas que
descreverao o comportamento do sistema em
cada regido. Os subsistemas locais podem
ser definidos como X = A;(x — p;). Sendo
X,p; € R", A, € R"*",

3. Lei de chaveamento entre politopos:

Para concluir a defini¢ao do sistema afim por
partes, basta determinar uma funcao que se-
leciona o subsistema referente ao politopo P;.
Sejam as seguintes fungoes dadas pelas equa-
coes (2) e (3):

el ={g T S0 ©

0, se d;(x) <0,
© d
= 0, se d;(x)>0,
FdiGo)] = {1 se digx; <0 (3)

sendo d;(x) a distancia da superficie de cha-
veamento.Como pode ser verificado, a fun-
cio f[di(x)] é a fungio complementar de
()], ou seja Fldi(x)] = 1 — f[di(x)],
caso haja somente dois politopos. Em po-
litopos separados pelo(s) mesmo(s) hiper-
plano(s) a definicdo de uma lei de cha-
veamento ¢é facilitada pelo uso da funcao



complementar f [d;(x)]. A funcdo d;(x) serd
definida como a distancia ao hiperplano s;,
d;(x) = ¢;x +d, o que significa que d(x) =0
para x € s;,d(x) > 0sex € ¢;x+d >0
ed(x) < 0caso x € ¢;x+d < 0. Se es-
sas funcbes nao forem cuidadosamente esco-
lhidas, o sistema pode nao apresentar unici-
dade de solugoes, nao podendo assim repre-
sentar um sistema todo o espago. Essa carac-
teristica de unicidade de solugoes é conhecida,
na area de sistemas hibridos como well- po-
sedness ( Amaral (2006).

Se o contradominio das fungdes f[.] e f[]
possuirem valores intermediérios entre 0 e 1
como, por exemplo, funcoes sigmoidais, o sis-
tema dinamico resultante terd transicao su-
ave e pode ser interpretado como um sistema
nebuloso. Se forem fungoes de limiar, o sis-
tema resultante serd entao um sistema afim
por partes.

A composigao da fungéo f[.] com a fun¢ao dis-
tancia d;(x) determina o chaveamento. Como
um determinado politopo é definido como a
interse¢ao de um conjunto de semi-espagos,
pode-se utilizar a funcdo a seguir para ca-
racterizar a pertinéncia de um determinado
politopo definida pela equagao (15):

tei) = [ £l (4)

sendo n, o numero de hiperplanos que defi-
nem o politopo P;. A fungao l¢;(x) serd cha-
mada lei de chaveamento e significa a equagao
(4):

x € P;,

1, se xep (5)

le;(x) = { 0

Assim, um sistema dindmico afim por partes
pode ser descrito pela equagao(17):

%= lei(x)Ai(x — p,), (6)
i=1
sendo n, o numero de politopos.

2.2 Atrator

Simplificadamente, atrator é a figura geométrica
que representa o comportamento assintotico do
sistema, num espaco formado pelas varidveis que
caracterizam a evolugdo desse sistema (espago de
estados). Sua bacia de atragao é definida como o
maior conjunto de pontos nesse espaco, tais que,
partindo de um desses pontos, tende-se assintoti-
camente para esse atrator.

Os quatro possiveis atratores para sistemas
nao lineares sao: atrator pontual, ciclos limites,
toro e atrator estranho.O atrator de Rossler é um
dos atratores estranhos mais estudados na litera-
tura ( Amaral (2006)), ( Thomas (2006)), ( Gi-
noux and Letellier (2009)).

2.8 A wvariedade da Curvatura do Campo

Essa secao foi desenvolvida utilizando o artigo Gi-
noux and Letellier (2009) como referéncia. Con-
siderando o conjunto de equagoes diferenciais re-
presentado na equagao (7):

. dX

X = — =F(X), 7

= =F(X) ™)

sendo X ¢ o vetor velocidade. O vetor de estados
é dados pelas equagoes (8) e (9):

X =[z1,29,....,x,] € E CR™ (8)

F(X) = [Fi(X), Fo(X), ..., F,(X)]" € E C R™.
(9)
O campo vetorial F(X) é definido no subes-
pago E no qual as componentes F; sao continuas e
infinitamente diferencidveis para todos x; e t, isto
é, funcoes C™ em FE com valores em R. A solu-
¢ao do sistema (1) é a trajetéria da curva X(t).
O sistema é autonomo, ja que nenhuma das suas
componentes depende explicitamente do tempo.
O vetor aceleracao X do sistema dinamico pode
ser escrito de acordo com a equagao (10):

X =JX, (10)

sendo J a matriz Jacobiana do sistema. A tra-
jetéria de curvas do sistema dinamico (7) pode
ser visto como curvas no sistema euclidiano n-
dimensional. Possuem propriedades métricas de-
nominadas curvaturas que podem ser deduzidas
analiticamente.

O conjunto de pontos onde a curvatura do
campo tende a zero define a variedade da curva-
tura do campo de dimensao (n-1). Ela pode ser
definida de acordo com as equagdes (11) e (12):

P(X) =X (XAXA .. AX") = (11)
det(X,X,X,...,X") =0, (12)

em que X" representa quantas vezes X foi
derivado,”A”é o produto vetorial e ”.”é o produto
escalar. Diferenciando (10) no tempo chega-se na
equagao (13):

dJ .

X =JX + —X. 1
X + 3 (13)

Inserindo a expressao (13) em (11) chega-se na
equagdo (14), a equagao da variedade da curvatura
do campo:

H(X) = X.(IXAIX) + X (X A QXL (14)
—_—— dt

sendo a primeira parte ¢. independente do tempo
e a segunda ¢; a parte dependente do tempo.



Na vizinhanca dos pontos fixos X* a compo-
nente independente do tempo da equagao (14) cor-
responde ao plano osculante. Como consequéncia,
o atrator toma a forma de ¢. em sua vizinhanga,
pois o plano osculante nao pode ser cortado por
nenhuma trajetoria.

2.4 Sistemas Dinamicos e Curvas do Nucleo de
Vortice

Segundo as definigdes de Gilmore et al. (2010)
nos pontos fixos do retrato de fases, os autoveto-
res da matriz jacobiana definem o local das va-
riedades estaveis e instaveis. Pode haver pontos
no espago de fases onde dois autovalores formam
um par complexo conjugado e exista outro auto-
valor real, esse paralelo ao vetor campo que de-
fine o fluxo. Sob essas condigoes, espera-se que
o campo na vizinhanca desses pontos siga a dire-
¢ao do campo como um redemoinho assim como o
ar gira em torno do centro de um tornado. Essa
condigao pode ser expressa na equagao (15):

JV =)V =g, (15)

onde g é a aceleragdao. Essa condicao pode ser
reescrita de acordo com a equagdo (16):

_7£f475fidxs
glidt Y oz dx

= Jisfs = Afi. (16)

A condigao que o campo da aceleracao é pro-
p_orcional ao campo da velocidade #; = A%; ou
fi = Afi pode ser representada pela equagao (17):

T TN o)
i 2 fs
A intersecdo das superficies definidas nas
igualdades das equagdes (16)e (17) definem um
conjunto unidimensional no espaco de fases. Esse
conjunto é uma curva suave que passa pelos pon-
tos fixos. Alternativamente, as trés equacoes de-
finem um conjunto unidimensional no espago de
fases pelos autovalores A : (z1,22,23,A) . A pro-
jecao do conjunto unidimensional de R3*! para o
espaco de fases R? define as curvas conectantes
para um sistema dinamico. O vetor velocidade é
tangente a trajetdria, exceto nos pontos fixos onde
ele é nulo. Se a equacao da aceleracao é a deri-
vada da velocidade, sabemos que nas variedades
dos pontos fixos, elas também sao nulas.

2.5 Nullclines e Nullcline intersections

Essa subsecao foi desenvolvida baseada nos con-
ceitos de Thomas (2006).

Em sistemas dinamicos descritos por equagoes
diferenciais, os pontos fixos sdo definidos como
as solugoes reais do sistema. Tomando separada-
mente, cada equacao de espaco de estados define
uma nullcline. Em um sistema de n varidveis as

nullclines sao de dimensao n-1, suas intersecgoes
n-2 e assim até o ponto fixo (dimensao zero).

E sabido que o campo vetorial é organizado
em volta dos pontos fixos. Em sistemas tridimen-
sionais ele nao é organizado somente em volta dos
pontos fixos mas também pelas intersecoes de suas
nullclines. A forma da trajetéria é influenciadas
pelas nullclines, e suas intersecgoes. As nullcli-
nes dividem o campo vetorial em espagos e cada
parte desses espacgos tem um comportamento ve-
torial especifico.

3 Estudo de Caso

3.1 Sistema Linz

Foi escolhido o sistema de Linz para o estudo de
caso, encontrado em Sprott and Linz (2000). A
equagdo (18) define o sistema Linz:

# +ai +bi — |z +1=0. (18)

O sistema exibe caos para a=0,6 e b=1. Assu-
mindo que o chaveamento acontece em x = 0 o
sistema possui o atrator estranho da Figura (1).
Analisando a forma do atrator, percebe-se que ele
é do tipo rossler, com dois pontos fixos do tipo
sela-né em (1,0,0) e (—1,0,0).

Seu sistema afim por partes pode ser escrito
conforme as equagoes (20) e (21):

Sex >0
T =y,
Y=z, (19)
z=x—by—az—1.
Sex <0
T =y,
Y=z, (20)
z=—-x—by—az—1.

4 Resultados

4.1 Sistema afim por partes de Linz

O sistema de Linz foi simulado para diferentes su-
perficies de chaveamento S = {x € R¥/z = s}.
Para cada sistema simulado, uma anélise dessa su-
perficie foi feita.

O atrator afim por partes com superficie de
chaveamento em s = 0 estd mostrado na Figura
1, e a superficie de chaveamento estd demonstrada
na Figura 2 com as variedades instaveis e estaveis,
as nullclines, os pontos de intersecao de cada sis-
tema afim com a superficie.

O plano da variedade de cada ponto fixo é
equivalente a variedade da curvatura definido em
Ginoux and Letellier (2009). As variedades unidi-
mensionais sao equivalentes as curvas conectantes
( Gilmore et al. (2010)). Nas curvas conectantes,
isso é explicado pois somente na trajetoria definida
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Figura 1: Atrator do sistema afim por partes de
Linz com a = 0,6 ,b = 1, superficie de chavea-
mento em s = 0 e condigdes iniciais (0, 1;0,1;0,1)
retirado o transitorio.
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Figura 2: Superficie de chaveamento do atrator
afim por partes com com a = 0,6 ,b = 1, superfi-
cie de chaveamento em s = 0 e condigoes iniciais
(0.1,0.1,0.1).

na reta determinada pelo autovetor do autovalor
real é que a aceleracao e velocidade sao colineares,
ou seja, a componente tangencial da aceleragao é
nula. Na definicao da variedade da curvatura do
campo é sabido que a variedade da curvatura é
definida no local em que o produto vetorial das
componentes da aceleracao e derivada da acele-
ragao multiplicada pelo vetor velocidade é igual
a zero. E, para o caso de sistemas lineares, esse
comportamento ocorre nas variedades unidimen-
sionais.

Na Figura 4 percebe-se que os pontos de in-
tersecao do atrator com a superficie de chavea-
mento sao limitados pelo plano da variedade es-
tavel. Uma outra analise a ser feita é relacio-
nada com os pontos do atrator com as nullclines.
Percebe-se que a nullcline Z intercepta os pontos
do atrator que cruzam a superficie de chaveamento
de um sistema afim para o outro. Além disso,
sabe-se que a nullcline divide o espago. Nesse
caso, pode-se perceber que a nullcline X delimita
regioes em que os pontos do atrator cruzam a su-
perficie. Do seu lado esquerdo, percebemos que
esses pontos estao cortando a superficie de cha-
veamento em uma diregdo (sistema afim 20 para
sistema afim 19) e do lado direito, na diregao con-
traria (sistema afim 19 para sistema afim 20).

Na figura 3 esta o atrator estranho para a su-
perficie de chaveamento em x = —0, 1 e o plano da
superficie estd na Figura 4. Para o valor x = —0, 1
da superficie da chaveamento, pode-se perceber
que o atrator estranho é formado. As analises fei-

Figura 3: Atrator do sistema afim por partes
de Linz com a = 0,6 ,b = 1, superficie de
chaveamento em s = —0,1 e condigoes iniciais
(0,1;0,1;0,1) retirado o transitério.
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Figura 4: Superficie de chaveamento do atrator
afim por partes com com a = 0,6 ,b = 1, superficie
de chaveamento em s = —0,1 e condigoes iniciais
(0,1;0,1;0,1).

tas para a superficie em x = 0 podem ser utiliza-
das para esse caso. As nullclines Z1 e Z2 mais
uma vez interceptam os pontos do atrator, a null-
cline X esta dividindo o espaco e o atrator é for-
mado abaixo da intersegao do plano estdvel com
a superficie de chaveamento.

Para valores positivos, acima de s = 0.1 nao
existe a formagao de nenhuma figura no espago ve-
torial. Para valores de superficie de chaveamento

compreendidas entre s = 0,1 a s = —0,2 as mes-
mas andlises foram feitos obtendo resultados se-
melhantes & andlise de s =0 e s = —0.1.

Para a superficie de chaveamento em z =
—0.3 notamos que o atrator estranho nao foi re-
produzido, e sim, um ciclo limite, como pode ser
visto na Figura (5). Percebe-se diferengas na su-
perficie de chaveamento da Figura 6 e em relacao
as superficies de chaveamento com a formacao de
atratores estranhos. Quando um ciclo limite é for-
mado, as nullclines Z1 e Z2 nao interceptam os
pontos do atrator. Além disso, a intersecao da
variedade instavel ocorre entre as nullclines Z1 e
72, diferente de quando existia a formacao de um
atrator estranho, onde a intersecao da variedade
instavel ocorria acima das nullclines Z1 e Z2.

Para valores abaixo de x = —0,4 nao existe
a formagao do atrator. Percebe-se que, para
s = —0.3, os pontos de intersecao do atrator com
o plano estavel ja estao proximos e para s = —0.4
estao no limiar. O plano estdvel, portanto pode
ser entao considerado superficie limitante de apa-
ri¢ao de atratores e o mesmo s6 ird formar-se caso



; 75
/
v
/ Y
/
/
2y — S
/5

2
3 3 ¥

[ /
2 \\
- .
N 0—
o ¥
2 A 0 1 2

X

Figura 5: Atrator do sistema afim por partes
de Linz com ¢ = 0,6 ,b = 1, superficie de
chaveamento em s = —0,3 e condigOes iniciais
(0,1;0,1;0,1) retirado o transitério.

Figura 6: Superficie de chaveamento do atrator
afim por partes com com a = 0,6 ,b = 1, superficie
de chaveamento em s = —0, 3 e condigoes iniciais
(0,1;0,1;0,1).

seja inicializado em um valor que estd abaixo desse
plano. Testes foram feitos inicializando o sistema
abaixo do plano estavel e o atrator formava-se.
Acima do plano limitante, o sistema é instavel.

5 Conclusoes

A anélise da superficie de chaveamento de siste-
mas nao lineares afim por partes ainda é um as-
sunto pouco estudado na literatura. Com esse ar-
tigo foi feita uma revisao de trés ferramentas de
andlise (nullclines, curvas conectantes e curvas do
ntcleo de vétice) e um estudo de caso foi feito para
um sistema afim por partes que possui um atrator
cadtico do tipo Rossler. Foi analisado suas respec-
tivas superficies de chaveamento e descobriu-se ca-
racteristicas comuns para superficies de atratores
estranhos e caracteristicas comuns em superficies
de chaveamento de ciclos limites mas diferentes
quando comparadas entre si.

Essas informagoes sao relevante, visto que as
nullclines, as curvas conectantes e a variedade da
curvatura do campo sao ferramentas analiticas,
que podem ser retiradas com as equacoes do sis-
tema. Ter uma informacao a priori sobre o tipo
de comportamento dinadmico que o sistema ird ter
somente com suas equagoes, possibilita realizar a
modelagem do mesmo objetivando um comporta-
mento cadtico especifico. Para trabalhos futuros,
é interessante aplicar a mesma andlise para siste-
mas cadticos com estruturas diferentes.
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