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Abstract— Reduced order modelos are common used on controllers design. More specifically, FOPTD models
are the most used models to tune PID controllers. In this work is proposed a model reduction technique with or
without residue compensation for FOPTD models estimation and the combined OBF-TD models, an OBF part
and a TD part, are defined. OBF models have several advantages over the conventional linear models (ARX,
FIR, ARMAX, OE e BJ). As the time delay is handled separately, it is possible to directly obtain FOPTD models
and the model order can be chosen to improve model performance.
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Resumo— Os modelos de ordem reduzida sao muito utilizados na andlise e no projeto de controladores.
Particularmente, os modelos FOPTD sao os mais utilizados na sintonia de controladores PID. Neste trabalho
é proposta uma técnica de redugdo com ou sem compensacao do residuo para estimacdo de modelos FOPTD e
sdo definidos os modelos combinados OBF-TD, uma parte OBF (bases de fungdes ortonormais) e uma parte TD
(atraso). Modelos OBF possuem diversas vantagens com relagdo aos modelos lineares mais utilizados (ARX, FIR,
ARMAX, OE e BJ). Além disso, como o atraso é representado de forma separada, é possivel obter diretamente

modelos FOPTD ou escolher a ordem do modelo de modo a reduzir o erro de estimagao.

Keywords— Identificacao de sistemas, modelos FOPTD, modelos OBF, reducao de modelos.

1 Introducao

A identificagdo de modelos de ordem reduzida é
de grande importancia para o projeto e sintonia
de controladores PID. Os modelos mais utilizados
sao os de primeira ordem com atraso (FOPTD).
O sucesso na utilizacao dos modelos de ordem re-
duzida se deve ao fato de a regiao de frequéncia,
na qual a fase varia de 0 até —r rad, refletir a
caracteristica fundamental da resposta do sistema
(Leva, 2005).

Duas abordagens podem ser tomadas na iden-
tificagao desses tipos de modelos: estimacao direta
do modelo de ordem reduzida; estimacao de um
modelo de ordem superior (ordem maior que um) e
utilizacao de uma técnica de redugao para a ordem
escolhida. Considerando a segunda abordagem,
os modelos lineares mais utilizados sao: resposta
ao impulso finita (FIR); autorregressivos com en-
trada ex6gena (ARX); autorregressivos com média
movel e entrada exégena (ARMAX); erro na saida
(OE); Box-Jenkins (BJ) (Ljung, 1999).

No entanto, modelos em bases de funcgoes
ortonormais (OBF) possuem diversas vantagens
com relagao aos modelos lineares mais utilizados
(Tufa et al.,, 2011). O ndmero de pardmetros
necessarios para representar as dinamicas do pro-
cesso é menor (parcimonia), a modelo ¢ linear nos
pardmetros (otimizacdo convexa) e os modelos do
processo e do ruido podem ser parametrizados de
forma independente (Heuberger et al., 2005).

A utilizagao de modelos OBF na aproximacao
de processos com atraso resulta em modelos com

ordens desnecessariamente elevadas devido a re-
presentacao em série infinita do atraso (Santos
and Barros, 2012). No entanto, caso o atraso seja
conhecido, é possivel trata-lo separadamente. As-
sim, o modelo do processo pode ser um modelo
combinado formado por uma parte OBF e uma
parte de atraso TD. Este modelo é chamado de
modelo OBF-TD (bases de fungbes ortonormais
com atraso). Nesse caso, a ordem do modelo pode
ser escolhida de modo a reduzir o erro na represen-
tagao das dinamicas, além de também ser possivel
obter diretamente modelos FOPTD.

O objetivo deste trabalho é estimar modelos
FOPTD utilizando modelos OBF-TD. Primeiro é
estimado um modelo OBF-TD de ordem superior
e em seguida é aplicada a técnica de reducao de
modelos apresentada neste trabalho de modo a
obter o modelo FOPTD. Para as fungoes que for-
mam as bases do modelo OBF-TD sao utilizadas
as fungoes de Laguerre. O mesmo procedimento
aplicado para modelos FOPTD pode ser utilizado
para modelos SOPTD com modificagoes na es-
colha da base e no procedimento de estimacao.

Este trabalho é organizado da seguinte forma:
na Secao 2 sao definidos os modelos OBF-TD
tanto em fungao de transferéncia como em espago
de estados; na Se¢ao 3 sao discutidos os procedi-
mentos de redugao de modelos com e sem com-
pensagao de residuo; na Segao 4 segue o exemplo
de simulagao; e na Secao 5 seguem as conclusoes.



2 Modelos OBF-TD

O modelo OBF-TD é um modelo combinado for-
mado por um modelo OBF e um modelo de atraso
TD. Isso é possivel se o atraso for conhecido.
Segue na defini¢ao seguinte:

Definicao 1 Considere a funcdo de transferéncia
do processo G(s) com atraso nao nulo L e realize
a decomposi¢io G(s) = G(s)e 5. A funcio de
transferéncia G (8) pode ser descrita utilizando um
modelo OBF de ordem n como

G(s) = c1F1(s) 4+ caFa(s) + ... + o Fu(s) (1)

em que o conjunto {F;(s)}, € formado pelas
funcoes ortonormais de Takenaka-Malmquist
(Takenaka, 1925; Malmquist, 1925)

/2Re (&) [ ] B
[[5+& k=1,2,.

s+ &

(2)
em que & € C, Re(§) > 0, e 0s ¢;’s sdo 0s coe-
ficientes da base. O modelo OBF-TD de G(s) é,

entao, dado por
G(s) = (c1Fi(s)+caFo(s)+...FcnFu(s))e™*F (3)
em que n € a ordem do modelo.

Como o atraso é tratado de forma separada
nos modelos OBF-TD, a ordem pode ser esco-
lhida de modo a reduzir o erro de estimacao, dado
que mais membros da série infinita sao conside-
rados. Por outro lado, caso sejam utilizados mo-
delos OBF, o atraso é incluido na representacao
e a ordem do modelo é desnecessariamente ele-
vada, ja que este é representado juntamente com
as dinamicas.

A escolha da funcdo base determina a classe
de processos que podem ser adequadamente re-
presentados pelo modelo OBF-TD. Neste trabalho
sao consideradas as funcoes de Laguerre. Es-
sas fungoes sao casos particulares das funcgoes de
Takenaka-Malmquist em que os polos &; sao reais
e iguais (& = p).

As fungoes de Laguerre sao dadas pela fungao

base
Nor (S B p) k—1
(s+p) \s+p
em que k =1,...,n, p é o polo de Laguerre.

Os modelos OBF-TD também podem ser re-
presentados em espago de estados. Para o caso
particular utilizando as fungbes de Laguerre, a re-
alizacdo em espago de estados (A, B, C, D) é dada
por

Fi(s) = (4)
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Assim, o modelo OBF-TD em espaco de esta-
dos é dado por

B(t) =
yit) =

Ax(t) + Bu(t — L) 9)
Cz(t) + Duf(t). (10)

3 Reducgao de Modelos OBF-TD

Os procedimentos de reducao de modelos mais uti-
lizados sao a truncagem balanceada e a residua-
lizagao balanceada. Nestes procedimentos, o pro-
cesso com fungao de transferéncia G(s) é assumido
ser estavel e possuir uma realizacao em espaco de
estados balanceada (Apair, Bpai, Chal, Dpal)- A Tea-
lizacao em espaco de estados é dita balanceada se
os graminianos de controlabilidade P e observa-
bilidade @ sao iguais e diagonais (Middelton and
Goodwin, 1990).

Na realizagao em espaco de estados balance-
ada, o tamanho de cada valor singular de Hankel
o; ¢ uma medida relativa da contribuicao do es-
tado x; na relagao entrada/saida do processo. As-
sim, a partir dos valores singulares de Hankel é
possivel escolher qual a ordem mais indicada para
o modelo reduzido.

Tanto na truncagem balanceada quanto na re-
sidualizagao balanceada, a ordem do modelo re-
duzido é escolhida de acordo com a magnitude
dos valores singulares de Hankel (o1, 09,...,00),
ou seja, a ordem reduzida n, < n é funcao do
tamanho relativo entre os valores singulares. No
entanto, como neste trabalho a ordem do mo-
delo reduzido é fixa, n, = 1 (primeira ordem), as
dinamicas desprezadas podem conter informacoes
importantes sobre o processo. A informacao des-
prezada é chamada de residuo.

Neste trabalho sao apresentados dois procedi-
mentos de reducao de modelos: com compensagao
de residuo; sem compensagao de residuo.

3.1 Redugdo de modelos OBF-TD sem compen-
sacao do residuo

O primeiro passo para a estimagao de um modelo
de ordem reduzida é a obtencao da realizacao em



espago de estados (A, B,C, D) do modelo OBF-
TD. A realizacdo em espaco de estados é obtida
utilizando as Equagao (5)-(8).

Em seguida, a realizagao balanceada
(Abala Bypai, Coals Dbal) é obtida utilizando
uma transformacao de similaridade em que os
Graminianos de controlabilidade P e observabi-
lidade @ sdo iguais e diagonais (P = @Q = X)
e ¥ = diag(o1,09,...,0,) € 01,09,...,0,, SA0 0S
valores singulares de Hankel.

Com a realizagao balanceada
(Avals Boais Coals Doat) € o procedimento de
reducao de modelos da residualizacao balanceada,
é possivel obter o modelo de ordem reduzida.
E utilizada a residualizacao balanceada, pois
deseja-se um modelo de ordem reduzida relevante
nas regioes de baixas e médias frequéncias. A
Proposicao seguinte resumo a ideia.

Proposigao 1 Seja um modelo OBF-
TD com funcao de transferéncia G(s) =
e LY ckFr(s) em quen é a ordem do modelo
e (Apat, Boat, Chats Doat) @ realizagao em espaco
de estados balanceada de G(s) = Sop_, ckFi(s)
dado na Equagao (1).

As matrizes (Avpaly Bbal, Coals Dbal) $GO parti-
cionadas como

| A Agg _ | B
Apal = { Aoy Ay ] Byai = [ By }
Cha=[C1 Cp ] Dya =D

e 0 modelo de ordem reduzida n, = k é dado por
(A, By, Cy, D;) em que

A, = A11—A12A;21A21 (11)
B, = B — A}pAy; By (12)
C. = C)—CA5 Ay (13)
D, = Dy — CaAy By. (14)

O modelo OBF-TD de ordem reduzida n, = k
é dado por

#(t) = Aat)+But—1L)  (15)
y(t) = Cra(t) + Dyult). (16)

Prova 1 A realizacdo em espaco de estados de
um modelo OBF-TD ¢ obtida utilizando os pro-
cedimentos apresentados na Secao 2 e a realiza-
¢cao em espaco de estados balanceada € obtida uti-
lizando uma transformacao de similaridade em
que P = Q = diag(o1,02,...,00) € 01,02,...,0n
sao os wvalores singulares de Hankel como seque
em Middelton and Goodwin (1990). A obtengdo
das matrizes (Ay, B,,Cy,D,) a partir das ma-
trizes (Apals Boais Coal, Doar) € direta utilizando o
procedimento de reducao de modelos da residuali-
zacdo balanceada. Por fim, basta incluir o atraso
na representa¢ao em espago de estados.

3.2  Redugdo de modelos OBF-TD com compen-
sacao do residuo

Tanto na truncagem balanceada quanto na residu-
alizagao balanceada, a ordem do modelo reduzido
é escolhida de acordo com a magnitude dos valores
singulares de Hankel (a ordem ¢ varidvel). No en-
tanto, como neste trabalho a ordem reduzida é fixa
(n, = 1), o residuo (dindmicas desprezadas) pode
conter informagoes importantes sobre o processo.
Desse modo, o objetivo é utilizar parte da infor-
magao contida no residuo para refinar o modelo
reduzido obtido anteriormente.

A relagao entre a fungéo de transferéncia G(s)
e a fungao de transferéncia do modelo ordem re-

duzida G, (s) = e *LG,, (s) (G, (s) é obtido da
realizagao (A, By, C,, D,.)) pode ser escrita como

Gls) = e (G, (5) + Greals))  (17)

em que Gyes(s) é o modelo do residuo.

O modelo do processo é formado por uma con-
tribuicao do modelo de ordem reduzida e por uma
contribuicao do residuo desconsiderado no pro-
cesso de reducdo. Assim, o objetivo da reducao
com compensacao do residuo é considerar a infor-
magao contida em G,qs(s) e realizar um processo
de correcdo em G, (s).

Nesse trabalho o modelo do residuo é assu-
mido como ,

Gres(s) = Be™F (18)

em que 3 é o ganho e L' é 0 atraso. Essa estrutura
foi escolhida de modo a capturar parte da infor-
magcao da fase desprezada e manter o problema de
estimacao linear.

O atraso L' é determinado utilizando o algo-
ritmo dos minimos quadrados na informacao da
fase que foi desprezada. O parametro L' resulta
na melhor aproximagao linear da fase desprezada
no sentido dos minimos quadrados. A Proposicao
seguinte resume a ideia.

Proposigao 2 Seja o modelo OBF-TD dado
por G(s) = e s (énr(s)—l—Gres(s)) em que
Gn.(s) = e LG, (s) € o modelo de ordem re-

duzida n, e Gres(s) = 66’SL/ € 0 modelo do resi-
duo. O atraso L' € calculado utilizando o algo-
ritmo dos minimos quadrados na fase desprezada
(fase do modelo do residuo) fazendo

Oy = H w; w(w)so(bv)T] H w; w(w)y(W)]
- 19

N ! 7 ’ A
com Oy =L , N € o numero de pontos de frequén-
cia e

o(w) [w1 wa ... wy] (20)
y(w) [p(w1) ¢(w2) ... dlwn)] (21)

em que ¢(w;) = 42227”“ e Fr(wi).



Substituindo o modelo do residuo dado na
Equagao (18) na Equacao (17) e decompondo as
funcoes de transferéncia tem-se

Gls) ~ e (G (s)+Be)  (22)
G(s) = e=sLe—st’ (eSL,CNY'nT(S)—i-ﬁ) (23)
G(s) ~ eI (Gu (5)+B) (24)
em que L = L+ L é o atraso atualizado e
Gn.(s) = el Gy (s) é o modelo de ordem re-

duzida atualizado. ~ -
Para o caso em que n, = 1, G,.(s) e Gp,. ()
sao fungoes de transferéncia de primeira ordem da

K _ o K _,sL'
Ts+1 Ts+1

do atraso L', é possivel modificar a constante de
tempo T de diversas formas, neste trabalho a cons-
tante de tempo do modelo corrigido T é dada pela
soma entre a constante de tempo original mais o
atraso da compensacao (T =T + L').

Assim, o modelo reduzido G, (s) contém
parte da informagao do residuo que anteriormente
era totalmente desprezada. A informagao contida
no residuo modificou tanto o atraso L para o novo
atraso L quanto as dinamicas representadas pelo
modelo G,,, (s) para Gy, (s).

Todo o procedimento descrito anteriormente
é resumido no Algoritmo seguinte.

forma , respectivamente. A partir

Algoritmo 1 FEstimacdo de modelos OBF-TD de
ordem reduzida com compensacao de residuo.

1. Obtenha a realizagdo em espaco de estados do
modelo OBF-TD;

2. Obtenha a realizacao em espaco de estados ba-
lanceada;

3. Escolha a ordem do modelo reduzido n, e
obtenha o modelo reduzido Gy, (s) usando a
Proposicao 1.

4. Dado o modelo do residuo Gyres(s), calcule L
utilizando a Proposi¢ao 2.

5. Atualize a constante de tempo como T=T+
L eoatraso como L=L+ L .

4 Exemplo de Simulagao

A funcao de custo utilizada na comparacao das
técnicas de identificacdo no dominio do tempo é

c= Y WD) -GG (29)

k=0

em que y (kTs) e § (kTs) é a saida do processo real
e estimada, respectivamente.
No dominio da frequéncia é dada por

1 N,—1 R
E=- > 1GGwk) = Gliwr)|  (26)
“ k=0

em que N, é o nimero de pontos de frequéncia,
G(jwr) é a resposta em frequéncia do processo
e é(jwk) é a resposta em frequéncia do modelo
identificado.

O periodo de amostragem utilizado é igual a
0,01 segundos.

4.1 Parte I

O processo utilizado como exemplo é de terceira
ordem com atraso e o objetivo desta Parte I é
obter o modelo OBF-TD de ordem superior. A
funcao de transferéncia do processo é dada por

! e 208, (27)

C) = Gos v 1P

As funcoes utilizadas para formar as bases do
modelo OBF-TD sao as fung¢oes de Laguerre. O
polo de Laguerre foi escolhido como p = 1/20, 28
(obtido a partir da técnica proposta em Santos
and Barros (2012)).

Em seguida sao escolhidas diversas ordens n
para o modelo OBF-TD e os coeficientes sao esti-
mados. Os valores dos coeficientes em fungao da
ordem escolhida seguem na Tabela 1.

Tabela 1: Coeficientes estimados OBF-TD3
(n=3), OBF-TD4 (n=4) e OBF-TD5 (n=5)
Ordem n n=3 n=4 n=>5
c1 0,092 0,091 0,089
C —0,095 —0,099 —0,098
c3 —0,028 —0,036 —0,030
C4 —— 0,005 0,004
cs —— —— 0,008

Na Figura 1 seguem as respostas ao degrau
unitario para os modelos OBF-TD3, OBF-TD4,
OBF-TD5 e para o modelo OBF com n = 5
obtido utilizando a técnica W&C apresentada em
Wang and Cluett (2000). Nesta técnica o polo é
escolhido como o polo 6timo obtido a partir de
uma procura baseada na resposta ao degrau do
processo. Na Figura 2 seguem os diagramas de
Nyquist.

Resposta ao Degrau
T T T

— — — Processo Real
OBF - W&C
—— OBF-TD5
~ — OBF-TD4
- OBF-TD3

h . . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo (segundos)

Figura 1: Resposta ao degrau

Os resultados obtidos utilizando os mode-
los OBF-TD4 e OBF-TD5 sao muito proximos



Diagrama de Nyquist
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Figura 2: Diagramas de Nyquist

aos resultados obtidos utilizando o modelo OBF
baseado na escolha 6tima do polo. O modelo
OBF-TD3 apresenta bons resultados na regiao de
baixa frequéncia até proximo da frequéncia em
que a fase é —145° e se degrada para frequéncias
maiores.

Na Tabela 2 seguem os erros nos dominios do
tempo e da frequéncia para cada um desses mo-
delos. Como observado anteriormente, o modelo
baseado na escolha étima do polo resulta na me-
lhor aproximacao seguido do modelo OBF-TD5.

Tabela 2: Valores dos erros € ¢ E

€ E
W&C 1,27 x 10~ | 0,011
OBF-TD5 | 1,45 x 107° | 0,014
OBF-TD4 | 2,67 x 107° | 0,015
OBF-TD3 | 1,27 x 107* | 0,036

4.2 Parte 11

Na Parte II, o objetivo é obter o modelo de ordem
reduzida de primeira ordem com atraso (n, = 1)
a partir do modelo de ordem superior OBF-TD5
obtido na Parte L.

O primeiro passo é obter a realizacao em
espaco de estados do modelo OBF-TD5 e, em
seguida, é necessario obter a realizagao em espaco
de estados balanceada. A funcao de transferéncia
da realizacao em espaco de estados balanceada do
modelo OBF-TD5 é dada por

Brai(s) _20.15
Gbal(s) = me 20,1 (28)
em que
Bpa(s) = —1,35x 10725 + 2,88 x 10735 +
+ 4,91 x107%s* +2,07 x 107 °s +
+ 2,91x1077
Apar(s) = s°4+0,245 +2,43 x 107253 +

+ 1,19 x 1073s% 42,95 x 10755 +
+ 2,91x1077.

A partir da realizacao balanceada e da escolha
da ordem do modelo reduzido n, = 1, é possivel

encontrar a fungao de transferéncia do modelo re-
duzido G, (s) sem compensacao do residuo uti-
lizando o Proposi¢ao 1. O modelo G,,.(s) é dado
por

—0,3235+ 0,042 _,y
G (5) = Ls
+(5) s+0,043 ¢

(29)

Em seguida € preciso avaliar a necessidade da
compensacao do residuo, ou seja, se é necessario
levar em consideracao as dinamicas de ordem su-
perior desprezadas apds a reducao do modelo.
Neste trabalho, a avaliacao é realizada a partir
dos valores singulares de Hankel. A matriz de val-
ores singulares de Hankel 3 obtido neste exemplo
é dada por

0,662 0 0 0 0
0 0,163 0 0 0
Y= 0 0 0,003 0 0
0 0 0 0,002 0
0 0 0 0 0,0003

(30)
A partir da matriz ¥ é possivel concluir que a
ordem do modelo reduzido deveria ser pelo menos
ordem 2, ou seja, os dois primeiros estados associ-
ados aos dois primeiros valores singulares de Han-
kel deveriam ser considerados na reducao. Como
a ordem do modelo reduzido é n,. = 1 a corregao
das dinamicas desconsideradas é necessaria.
Assim, o atraso e a constante de tempo do
modelo de ordem reduzida G,,.(s) devem ser cor-
rigidos para levar em consideracao as dinamicas
desprezadas apds a reducao. O atraso L' do
modelo do residuo G,.s(s) é obtido utilizando a
Proposicao 2. O atraso é L' =1,03 segundos.
Utilizando L/, o atraso e a constante de tempo
do modelo de ordem reduzida G,,.(s) sao corrigi-
dos como no Algoritmo 1. Apods a correcao e a
aproximagao do zero como um ganho mais um
atraso, o modelo de ordem reduzida atualizado

G, (s) é dado por

0,047

Cnls) = 7 0,047

e 304, (31)

Outra possibilidade na obtencao de um mo-
delo de ordem reduzida a partir do modelo OBF-
TD5 seria truncar diretamente esse modelo de or-
dem superior considerando apenas o primeiro co-
eficiente. Esse modelo é chamada de OBF-TD1
truncado.

Também para comparacao, foi utilizada a téc-
nica proposta em Skogestad (2003) para obtencao

de um modelo de primeira ordem com atraso. A
aproximacao de primeira ordem resultante é

0,067 s,

Gorls) = 50,067°

(32)

Segue na Figura 3 as respostas ao degrau do

modelo G, (s), do modelo G4;(s) e do modelo
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Figura 3: Exemplo 4 - Resposta ao degrau
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Figura 4: Exemplo 4 - Diagramas de Nyquist

OBF-TD1 truncado. J4 na na Figura 4 seguem os
diagramas de Nyquist.

O modelo de primeira ordem com atraso que
melhor representa o processo tanto no dominio do
tempo quanto da frequéncia é o modelo G,,, (s) em
que a compensagao do residuo foi realizada. O mo-
delo G (s) aproxima bem o processo do ponto de
vista da resposta ao degrau, mas é ruim quando
avaliado em uma regiao mais ampla de frequén-
cias. O modelo OBF-TD1 truncado resulta na
pior representagao de todas. Isto é esperado pois,
o procedimento de truncagem representa bem na
regiao de altas frequéncias como pode ser obser-
vado no diagram de Nyquist.

Assim, o modelo de ordem reduzida com com-
pensacio do residuo Gy, (s) resultou na melhor
aproximagao. Além disso, a solugao do problema
foi simples e linear.

5 Conclusao

Neste trabalho foram definidos os modelos OBF-
TD (modelo OBF + modelo TD) e apresentados
os procedimentos utilizados para a estimacao de

modelos de ordem superior e estimacao de mode-
los FOPTD. A estimacao de modelos FOPTD foi

realizada a partir de uma técnica de redugao com
ou sem a compensacao do residuo. Foram discuti-
das as propriedades e necessidades em se compen-
sar o residuo. O modelo do residuo utilizado foi
o mais simples de modo a manter o problema li-
near e com apenas um parametro para estimar. O
exemplo de simulagao ilustrou as caracteristicas,
vantagens e desvantagens em se utilizar o que foi
proposto.
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