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Abstract— This paper deals with some LMI techniques applied to state estimation in Switched Affine Systems,
namely: the relaxation on the search for a convergence rate for the estimator and the inclusion of the guaranteed
Frobenius norm for the output gain matrices. For the first, the so-called Finsler’s Lemma, also known as
elimination or inclusion Lemma, is applied, while for the latter a LMI is proposed. The validity of the found
LMIs is verified through simulations in DC-DC converters, which are natural applications of the Switched Affine

Systems theory.
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Resumo— Este artigo trata de algumas técnicas LMI aplicadas & estimagao de estado em Sistemas Chaveados

Afins, a saber: a relaxacdo da busca por uma taxa de convergéncia do estimador e a inclusdo da norma de
Frobenius garantida para as matrizes de ganho da saida. Para a primeira, aplica-se o Lema de Finsler, também
conhecido como lema da eliminagdo ou inser¢do, enquanto para a segunda, uma LMI é proposta. A validade das
LMIs encontradas é verificada através de simulagoes em conversores CC-CC, os quais sdo aplicagbes naturais da

teoria dos Sistemas Chaveados Afins.
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1 Introducao

Os Sistemas Chaveados (SCs) tém sido alvo de
pesquisas nas ultimas décadas, dada a vasta apli-
cabilidade de tais sistemas como modelagem de
sistemas fisicos e a alteragdo de ganhos de re-
alimentagao para, por exemplo, Sistemas Linea-

res (SLs) (Liberzon, 2003).

Dentre os SCs, muita énfase é dada aos Siste-
mas Chaveados Lineares (SCLs), dos quais ji se
tem muitos resultados, recentemente sumarizados

por Lin and Antsaklis (2009).

Os conversores CC-CC sao aplicagoes natu-
rais da teoria de SCs, tendo ja sido abordados por
Cardim et al. (2009) e por Deaecto et al. (2010).
Na dltima, foi feita uma abordagem a esses dis-
positivos modelando-os como Sistemas Chaveados
Afins (SCAs). Para esses conversores, hd de se no-
tar a importancia em eliminar sensores, em parti-

cular o de corrente no indutor que apresenta di-
versos inconvenientes. Para isto, uma proposta foi
feita por Midya et al. (2001).

Um projeto de observadores utilizando a teo-
ria de SCAs foi feito por Yoshimura et al. (2012),
tal observador foi denominado Observador de Lu-
enberger Chaveado (OLC) e apresentou bom de-
sempenho. Ainda, foi mostrado por Yoshimura
et al. (2013) que tal observador também se presta
para o controle em malha fechada, criando assim
uma lei de chaveamento dinamicamente depen-
dente da saida.

O projeto com uso de Desigualdades Matrici-
ais Lineares (LMIs) foi a abordagem usada para
o desenvolvimento da teoria do OLC nesses tra-
balhos. Entretanto, algumas técnicas ainda nao
foram completamente exploradas, sobretudo para
o problema da estimacdo de estado em SCAs.
Destacam-se a relaxacao da busca de uma taxa



de convergéncia garantida para o erro de estima-
¢ao e a reducgao das normas das matrizes de ganho
de saida usando, por exemplo as ideias propostas
por Buzachero et al. (2012).

Este artigo esta organizado da seguinte forma:
a Secao 2 define os SCAs e mostra alguns resulta-
dos anteriores; a Secao 3 desenvolve os principais
resultados: relaxagao das LMIs para a busca de
uma taxa de convergéncia garantida do estimador
de estado e a insercao da norma de Frobenius; a
Secao 4 valida os resultados propostos, através de
simulacoes em conversores CC-CC; finalmente, a
Secao 5 apresenta as conclusoes deste estudo.

Notagao

Transposigoes sao indicadas por um apostrofo; 0
é o vetor ou matriz nula com dimensoes adequa-
das; o conjunto dos primeiros N nimeros naturais
estritos é representado por Ny; o hiper-octante
de coordenadas nao-negativas no espago vetorial
real N-dimensional é representado por Rf ; 0 con-
junto simplex unitdario N-dimensional é represen-
tado por ®(N) = {¢ € RY /||¢|[1 = 1}; Ay é uma
combinagao convexa de matrizes A; usando, res-
pectivamente, os elementos de ¢ € ®(N); o con-
junto das matrizes n-dimensionais positivas defini-
das é representado por RI§"; um bloco adequado
para simetria de matrizes é representado por x; &
é o operador de simetria matricial por adigao, ou
seja, 6(X) =X+ X'.

2 Preliminares

2.1 Sistemas Chaveados Afins

Um SCA N-modal, n-dimensional é descrito por

X = Ag(.)x—i-bg(.) (1&)
y = Co(x (1b)

onde x, X € R™ sao o vetor de estado e o da sua de-
rivada, respectivamente; y € R™ é a saida medida.
Cada tripla (A;,b;, C;) € R™*"™ x R" x R"™*" j €
Ny é dita um modo do sistema. A lei de chavea-
mento, o(-), é uma funcdo cujo contra-dominio é
Ny e, portanto, presta-se a escolha do modo ativo.
Observe que, se b; = 0,Vi € Ny, entao o sistema
é um SCL; além disto, se N =1, é um SL.

Finalmente, e sem perda de generalidade,
pode-se assumir rank(C;) = m < n,Vi € Ny
(Yoshimura et al., 2013).

Leis de chaveamento para SCAs, com procedi-
mentos LMI de projeto, foram propostas por Tro-
fino et al. (2009) e por Deaecto et al. (2010). Uma
dessas leis estd no Teorema 1.

Teorema 1 (Deaecto et al. (2010)) Sejam
(1) um SCA e x € R". Se Jp € P(N) e
dP e RIG", tais que (2) valha, entdo a lei de

chaveamento dependente de estados (3) faz X ser
global e assintoticamente estdvel (GAE).

G(PAZ) + C/Ci <0 (2&)
A%+ by =0 (2b)

o(x) = arg min (x — X)'P[A;x+b;]  (3)

1ENN

2.2 O Observador de Luenberger Chaveado

O OLC, uma modificacao do observador proposto
por Luenberger (1971), foi proposto por Yoshi-
mura et al. (2013) e consiste de matrizes modais
de ganho da saida, Ly, Lo,...,Ly € R™"*™ ¢ de
uma lei de chaveamento do observador, &, obede-
cendo a equacao diferencial

X=As0)%X+bs) +Ls(1(Coryk—y) (4

Assim, Yoshimura et al. (2013) mostraram
que o erro de estimagao do sistema é dado por

se 6(-) = o ().

Com a definigdo do OLC, dada em (4), e com
a imposicao da mesma lei de chaveamento para
o sistema principal e o de estimagao de estado,
obtém-se o Teorema 2, o qual ainda garante uma
taxa de convergéncia para o erro de estimacao (5).

Teorema 2 (Yoshimura et al. (2013))

Sejam (1) um SCA e T > 0. Se 3P € RI§" and
IW1, Wao, ..., Wx € R"™™ tais que (6) valha,
entdo existe um OLC onde a origem em (5)
é global e exponencialmente estdvel (GEE) sob
chaveamento arbitrdrio com taxa de convergéncia
garantida T'. Além disto, (7) fornece um conjunto
de matrizes de ganho da saida para um tal
observador.

S(PA; + W,C,;) +TP <0,Vi € Ny (6)

Li=P'W,, i=1,2...,N (7)

Com o Lema da Proje¢iao Reciproca (LPR),
proposto por Apkarian et al. (2001),tem-se uma
primeira tentativa em relaxar a LMI para a taxa
de convergéncia. Este importante resultado esta
no Lemma 3 e tal tentativa de relaxagao esta no
Teorema 4.

Lema 3 (Apkarian et al. (2001)) Sejam
AP,V € R"*" P = P'. Entio:

-6(V) «x *
]-<0<$ AV+P —-P x| <0

A% o -P

[G(IJA) —*P



Teorema 4 (Yoshimura et al. (2013))

Sejam (1) uwm SCA e v > 0. Se
P e RIG", IV, V..., Vy € R™" e
AW, Wa, ..., Wy € R™*™ tais que (8) valha,
Vi € Ny, entdo existe um OLC onde a origem
em (5) é GEE com 6(-) = o(-) e taza de conver-
géncia garantida 2. Além disto, (9) fornece um
conjunto de matrizes de ganho da saida para um
tal observador.

—6(V1) * *
V, 0 -P
L;=(W,V;Y,i=12,...,N (9)

3 Resultados Principais

3.1 Relazagao da Taxa de Convergéncia Garan-
tida

Um dos métodos mais amplamente utilizados para
relaxar LMIs é o conhecido Lema de Finsler
(Finsler, 1936), o que se deve ao fato de ele pos-
sibilitar a inser¢ao de variaveis livres ao problema
(Boyd et al., 1994). Este importante resultado
estd no Lema 5.

Lema 5 (Finsler (1936)) Sejam w € R?, Q €
RP*P R € R"*P, com rank(R) < p e S € RP*?,
tais que RS = 0. As afirmagdes seguintes sdao
equivalentes:

i) wQw < 0,Vw € R?, tal que Rw = 0;
ii) $'QS < 0;
i) Ju € R, tal que Q — pR'R < 0;
i) IX € RP*Y, tal que Q + XR + R'X’ < 0;

A partir do Lema de Finsler, obtém-se condi-
¢oes, ou seja LMIs, equivalentes aquelas do Teo-
rema 2. Estas encontram-se no Teorema 6.

Teorema 6 Sejam (1) um SCA e a,T > 0. As
afirmacoes sequintes sao equivalentes entre si e ao
Teorema 2:

i) Se IP € RIG", W1, W,,..., Wy € R™*™
e 321,22, ..., Zy € R*™" tais que (10) va-
lha, Vi € Ny, entdo existe um OLC onde a
origem em (5) € GEE com 6(-) = o(-) e taza
de convergéncia garantida T'. Além disto, (7)
fornece um conjunto de matrizes de ganho da
satda para um tal observador.

i) Se 3P € RUS", 324, Zs, ..., Zy € R™™", to-
das nao-singulares, e AW1, Wy, ... , Wy €
R™ ™ tais que (11) wvalha, Vi € Ny, entdo
existe um OLC onde a origem em (5) é GEE
com 6(-) = o(-) e com taxa de convergén-
cia garantida T'. Além disto, (12) fornece um
conjunto de matrizes de ganho da saida para
um tal observador.

[G(Wici)nLFP S £ (2 [A 1)) <0

P
(10)
P+ (aA; — IVZ/ + aC{W/ —aG(Z;)| ™
(11)

L;=2Z;'"W;, i=1,2,...,N (12)
Prova: A prova sera feita a partir do Teorema 2:

i) Formas (i) e (i) do Lema de Finsler serao
aplicados. Agora, é suficiente observar que as
matrizes adequadas sao:

Q= P 0
R=[A; -1
S=[1 A/]’

ii) Na forma (i) do Lema de Finsler, observe que
o Teorema 2 pode ser escrito como:

fcfxl 'P x| [X—x <0
$—x| |P o |x-%
——— ——
Q w

Reescrevendo (5), a segunda equagdo da
forma (i) é obtida:

O usar a forma (iv), uma restricdo sobre a
matriz X deve ser imposta para garantir a
existéncia das matrizes de ganho da saida L
(vide (Pipeleers et al., 2009) para mais deta-
lhes sobre esta técnica):

X' = [Z’ aZ’]

Com isto, o resultado desejado é obtido.

3.2 Insercao da Norma de Frobenius

Um problema muito comum ao projetar matri-
zes de ganho sao os altos valores absolutos que os
elementos dessas matrizes podem assumir. Uma
forma de minimizé-los é através da chamada
norma de Frobenius, a qual, para X € R™*" ¢
definida como

IX|I7 = Tr(X'X) = Z e (13)

De (13), ¢ imediato verificar que ||X'||% =

[[X[||3 > max x?j, o que resolve o problema dos



valores excessivamente altos ou baixos dos elemen-
tos. Portanto, ao estabelecer um limitante supe-
rior para a norma de Frobenius (o qual, neste es-
tudo, serd igual a mf, como serd visto), impde-se
o mesmo limitante para todos os elementos de X,
ainda que este procedimento possa ser conserva-
dor.

Alguns procedimentos podem ser encontrados
na literatura, utilizando formulagdes LMIs (Boyd
et al., 1994)(Assuncao et al., 2007). Uma proposta
LMI é aqui feita no Teorema 7.

Teorema 7 Sejam U € R"*™ Y € R"*" Y =
Y’ e >0. Se (14) vale, entio:

i) Y e RIG";
i) |[Y1U|% < mp.

J61 BT *
U 'Y * =0 (14)
0 0 Y-I

Prova: Observe que, do complemento de Schur
aplicado a (14), Y > I > 0. Além disto:

Y-1-0 = Y !'-Y'y!
= UY 'U-UY 'Y'U
Por outro lado, aplicando novamente o com-
plemento de Schur:

Al~UY 'U = UY 'Y lU-BI<0
= Tr(UY 'Y 'U-BI)<0
Dado que o traco é linear:
IY-'Ulz = T(UY 'Y 'U)
< Tr(BI) =B Tr(I) = mp
O

O Teorema 7 aplica-se bem aos SCAs, com as
escolhas:

e Y =P e U; =W, para o Teorema 2 e o
Teorema 6 (i);

e Y, =7, eU;, =W, para o Teorema 6 (ii);
e Y, =V,/eU; =W, para o Teorema 4.

Um pequeno inconveniente para os dois tulti-
mos casos é que V; e Z; aparecem na diagonal
principal de (14). Assim, estas matrizes sdo forga-
das a ser simétricas, perdendo um pouco da rela-
xacao vinda da aplicacao do LPR ou do Lema de
Finsler. No primeiro caso, a matriz Y = P nao
pode ser modal, o que também pode vir a reduzir
a factibilidade das LMIs.

Uma observacgao adicional é que, em SCAs, as
varidaveis § sao modais, ou seja, ha um f3; para
cada modo do sistema. Desta forma, a funcao ob-
jetivo da LMI pode ser a minimizagao de 8 para
uma norma de Frobenius garantida comum (1itil se
o conservadorismo for excessivo) ou Zfil Bi (re-
duzindo mais ainda a norma de Frobenius).

4 Exemplos de Projeto em Conversores
CC-CC

4.1  Conversores CC-CC

Os conversores CC-CC baésicos sao aplicagoes ime-
diatas da teoria de SCAs. Além disto, apesar
de serem sistemas bidimensionais, apenas a ten-
sao de saida esta disponivel na maioria dos casos.
Isto deve-se ao alto custo de sensores de corrente
(sensores de efeito Hall), inconveniéncia na mon-
tagem ou sua fragilidade (como no caso de resisto-
res shunt). Portanto, estes circuitos sdo exemplos
adequados para o estudo aqui desenvolvido.

As matrizes para os conversores CC-CC estao
em (15), onde o vetor de estado é x = [z1 o] =
[ii ve]’. As matrizes para cada modo e conversor
estao na Tabela 1.

T T 1

-7 0 - =

A= 0 1 Az=| "

" RC C  RC
(15a)

\% ' /

By = [ L” o} Bo=1[0 0]  (15b)
Cl = CQ = [0 1] (15(3)

Tabela 1: Pares modais de matrizes para os con-
versores CC-CC

‘Transistor on | Transistor off
(Ay1,by) (Ag, by)
Buck (A2, B1) (A2, B2)
Boost (A1, B4) (A2, B1)
Buck-boost (Aq, By) (Az, B2)

Os parametros a serem usados em todos os
projetos foram tomados de Deaecto et al. (2010):
Vin = 100V, L = 500uH, C = 470uF, r = 2Q
e R = 50Q. Finalmente, o MATLAB® é usado:
para o projeto, o LMILab® e, para as simulacoes,
o comando ODE45 com um passo de cdlculo ma-
ximo de 1us.

4.2 Conversor Buck

Para o conversor buck, observe que as matrizes
A sao iguais, assim hé apenas uma matriz de ga-
nho da saida, a qual, com o Teorema 2 e taxa de
convergéncia garantida de I' = 104, é

—1.069
L1:L2: |: ~5.959 :| ><103

Reprojetando essa matriz com o Teorema 2
simultaneamente com o Teorema 7 e impondo
£ =100 como um limitante para a norma de Fro-
benius, obtem-se

L, =Ly — [ —0.5659 ]

1.4823



Para a simulacao, serd aplicada a matriz P
para a lei de chaveamento dependente de estados
(3), dada por Deaecto et al. (2010):

0.857 0.6401

_ -5
=1 06401 1242 | X 10

P

Além disto, o ponto de operagao escolhido é
%X =[1 50] e, para provocar uma diferenca entre
o estado real e o estimado, o estado inicial aumen-
tado é posto em x, = [0.1 20 0 0]'. O tempo
de simulacao é de 40ms, com passo de calculo ma-
ximo de 1us. Os resultados estao na Figura 1.

60 T T
= = = Estado real
— Estado estimado (Teo. 2)
50 : = = Estado estimado (Teo. 2 4 7)

40

30

X2

=== == mm === T

-
-
L
-

5 10 15 20 25 30

Figura 1: Resultados de simulacao para o conver-
sor buck.

O uso combinado do Teorema 2 com o Teo-
rema 7 trouxe como beneficio a reducao dos ele-
mentos da matriz de ganho de saida, sem contudo
afetar a estimag@ao de estado, o que era o resul-
tado desejado. Dado que o valor da taxa de con-
vergéncia garantida era suficientemente alto, nao
se buscou a melhoria desse parametro de projeto.

4.8  Conversor Buck-Boost

Neste conversor, tanto com o uso do Teorema 2,
quanto com o uso do Teorema 4, nao é possivel
obter taxa de convergéncia acima de I' = 8000,
pois as LMIs se mostram infactiveis. Assim, neste
novo projeto, precisa-se aumentar este parametro,
bem como reduzir a norma de Frobenius das ma-
trizes de ganho da saida. Note que isto é mais
dificil que no projeto anterior, ja que os modos do
conversor tém matrizes A distintas.

Ao usar o Teorema 2, com I" = 7950, o resul-
tado obtido foi

0
Li= [ —3933 ]

Para o novo projeto, serd utilizado o Teorema
6, item ii, com o =1 e ' = 15000. Este teorema,
vindo do Lema de Finsler, possibilita aumentar
além deste valor a taxa de convergéncia garantida.

[ —1.0234 ;
L. = { —0.0393 } x 10

Ainda, sera feita a combinac¢do com o Teorema 7,
onde houve a necessidade de impor g > 500, ou
os valores dos elementos das matrizes L tornar-
se-ilam muito pequenos. Com estas escolhas, as
matrizes de ganho da saida obtidas foram

—10,5375 [ 0,558
Li= [ —1,6637 ] L. = [ 0,6834 }

Para as simulagoes, a matriz P para a lei de
chaveamento (3) é:

[ 2863 0.5556 L
P= [ 0.5556  4.9378 } 10

Os resultados de simulagao estao na Figura
2, onde o ponto de operacao escolhido é X =
[6 120)". Todos os demais parametros serdo man-
tidos.

120

100t Estado real

8ol Estado estimado (Teo. 6-ii + 7) |

6ol Estado estimado (Teo. 2) |

z2

70

Figura 2: Resultados de simulagao para o conver-
sor buck-boost.

A simulacao mostra uma grande redugao do
sobressinal da estimacao de estado, devido ao
acréscimo da taxa de convergéncia de I' = 7950
para I' = 15000, caindo de cerca de 60A para
cerca de 25A, o que mostra a eficiéncia do mé-
todo. Ainda, os valores dos elementos das matri-
zes de ganho da saida sao bastante reduzidos em
comparacao com os valores anteriormente encon-
trados.

5 Conclusoes

Este trabalho propoés, para o OLC em SCAs, uma
relaxagao as LMIs para busca de uma taxa de con-
vergéncia garantida e também LMIs para a inser-
¢ao de uma limitagao para a norma de Frobenius
das matrizes de ganho da saida.

A aplicacao aos conversores CC-CC das LMIs
encontradas mostrou-se muito satisfatoria, ja que,
onde foi necessario, a taxa de convergéncia garan-
tida foi muito aumentada, enquanto a norma de
Frobenius reduziu-se a valores muito menores do
que os anteriormente encontrados.



Uma limitagao para o uso conjunto dessas téc-
nicas foi apontada: as matrizes com varidveis de
folga devem tornar-se simétricas, por aparecerem
na diagonal da matriz para limitacao de norma.
Entretanto, esta limitacao nao se mostrou um obs-
taculo para os projetos propostos.

Um ponto para pesquisas futuras é a busca
de uma LMI para limitacao de norma que retire a
matriz de varidveis de folga de sua diagonal prin-
cipal.
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