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Abstract— This paper presents a model predictive control (MPC) strategy based in a neural network model.
The proposed strategy gather several elements of others nonlinear MPC techniques to simplify modelling and
implementation algorithms. The control algorithm is tested in an experimental multivariable and nonlinear level
control plataform in order to evaluate set-point tracking and disturbance rejection behavior performance.
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Resumo— Neste artigo apresenta-se uma estratégia de controle preditivo baseado em modelo obtido através
de uma rede neural. A estratégia proposta reúne elementos diversas técnicas de controle preditivo não-linear
com o objetivo de simplificar o procedimento de modelagem e de implementação do algoritmo de controle. O
algoritmo de controle é testado experimentalmente em uma plataforma multivariável não-linear de controle de
ńıvel com vistas a avaliar seu desempenho tanto para o caso servo como para o caso regulador.
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1 Introdução

O controle de sistemas industriais complexos
com especificações e critérios de qualidade sele-
tivos, baixo desperd́ıcios e custos, tem levado a
uma crescente demanda por estratégias de con-
trole capazes de operar eficientemente sobre essas
condições. Dentro deste contexto, os problemas
de controle não-linear têm se destacado na me-
dida em que as técnicas lineares de modelagem
e controle podem levar a um desempenho insatis-
fatório sob determinadas condições (Findeisen and
Allgöwer, 2002). Estratégias de Controle Predi-
tivo Baseado em Modelo1 vêm ampliando o rol de
aplicações por tratar de maneira natural de as-
pectos práticos como restrições e não-linearidades
(Camacho and Bordons, 1998).

A evolução das ferramentas de otimização e
das técnicas de controle preditivo linear têm per-
mitido a execução de algoritmos de controle em
intervalos de tempo cada vez menores (Wang and
Boyd, 2010). Já para sistemas não-lineares, o
problema de otimização não é convexo, o que
aumenta a complexidade computacional do al-
goritmo de otimização (Findeisen and Allgöwer,
2002). Neste caso, é necessário recorrer a es-
tratégias de controle não-linear que utilizam ho-
rizonte de predição e de controle mais curtos
(Findeisen and Allgöwer, 2002) ou recorrer a téc-
nica de aproximam o problema de otimização não-

1Do inglês MPC.

linear para um problema convexo do tipo pro-
gramação quadrática2(Lawrynczuk, 2011). Em
grande parte das aplicações práticas, costuma-
se recorrer a tipos variados de aproximações, ob-
tendo soluções sub-ótimas, mas que têm apresen-
tado um bom desempenho (Åkesson and Toivo-
nen, 2006; Lawrynczuk, 2008; Plucenio et al.,
2007; Bravo and Normey-Rico, 2009; Lawrynczuk,
2011).

Tanto o processo de identificação, quanto
as técnicas de controle preditivo para sistemas
lineares, já atingiram um ńıvel de maturidade
considerável(Ljung, 2010; Findeisen and Allgöwer,
2002). Por outro lado, o problema de modelagem
de sistemas não-lineares ainda apresenta diver-
sas questões em aberto (Ljung, 2010). As pro-
priedades de aproximação de funções das redes
neurais as habilitam como poderosas ferramen-
tas para a descrição de modelos dinâmicos não-
lineares (Åkesson and Toivonen, 2006).

Neste trabalho apresenta-se uma estratégia de
controle preditivo baseado num modelo obtido a
partir de uma rede neural, a qual reúne elementos
simplificadores de outras técnicas de controle pre-
ditivo não-linear. Esta técnica divide a predição
do comportamento futuro da sáıda do modelo em
duas parcelas, uma linear, que é uma função afim
das ações de controle futuras, e outra não-linear,
que independe das ações de controle futuras. Esta
aproximação tem o objetivo de tornar o problema
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convexo, semelhante ao MPC linear (Åkesson
and Toivonen, 2006; Lawrynczuk, 2008; Plucenio
et al., 2007). O principal objetivo desta estraté-
gia é obter uma técnica de controle avançado para
sistemas não-lineares com restrições, que possa
ser implementada de forma simples e eficiente,
tanto do ponto de vista computacional, quanto
de desempenho do sistema de controle. A imple-
mentação, os testes e a avaliação dos resultados
foram realizados utilizando plataforma multivariá-
vel de controle de ńıvel composta por uma planta
didática de vasos comunicantes com diferentes ge-
ometrias.

A apresentação do trabalho está dividida da
seguinte maneira: na Seção 2 são apresentados os
aspectos teóricos relacionados ao modelos conside-
rados; na Seção 3 propões-se o algoritmo de con-
trole preditivo e na Seção 4 apresenta-se o sistema
de tanques acoplados. Os resultados experimentas
e os comentários finais são expostos nas Seções 5
e 6 respectivamente.

2 Fundamentação teórica

Neste trabalho considera-se um sistema não-linear
invariante no tempo como segue:

xk+1 = f (xk, uk) + wk

yk = h(xk) + vk (1)

sendo xk ∈ R
n o vetor de estados no instante k,

uk ∈ R
m o sinal de controle, yk ∈ R

p o sinal de
sáıda, wk ∈ R

n uma perturbação aditiva nos esta-
dos e vk ∈ R

p uma perturbação aditiva na sáıda.
Assume-se que o sistema é sujeito a restrições nos
estados e na entrada xk ∈ X ⊂ R

n, uk ∈ U ⊂ R
m.

No caso nominal, com vistas a modelar o com-
portamento dinâmico descrito na Eq. (1), utiliza-
se uma rede neural recorrente (Grancharova et al.,
2010) representada como segue:

zk = [yk , yk−1 , ..., yk−ly , uk , uk−1 , ..., uk−lu ]

yk+1 = g(zk, θ) = grn(zk) (2)

sendo zk o vetor de regressores relativo ao instante
k, ly e lu as ordens de regressão, θ os parâme-
tros da rede (pesos sinápticos). Deve-se notar que
g(·, ·) é a função que realiza o mapeamento da
rede neural e a mesma pode ser representada di-
retamente por grn(·), na medida em que os pesos
sinápticos devem ser fixados após o treinamento
uma determinada rede.

Devido a presença de incertezas, rúıdo, per-
turbações constantes e o próprio erro de mode-
lagem, necessariamente existirá uma diferença en-
tre o valores de sáıda, determinado pela rede neu-
ral, yk+1, e o valor real, yk+1. Esta diferença pode
ser corrigida através de um sinal de erro dado por
ek = yk+1 − yk+1, o que resulta numa descrição

como segue:

zk = [yk , yk−1 , ..., yk−ly , uk , uk−1 , ..., uk−lu ]

yk+1 = grn(zk) + ek. (3)

Deve-se ressaltar que o erro de predição de um
passo adiante, ek, é desconhecido no instante k, de
maneira que a equação (3) não pode ser utilizada
para fins de predição. Por outro lado, é posśıvel
calcular ek−1, pois ek−1 = yk−grn(zk−1), erro este
que pode ser utilizado para fins de predição. Em
decorrência da presença de dinâmicas não mode-
ladas e rúıdo de altas frequências, é importante
utilizar um filtro passa-baixas com ganho unitário
para atenuar o efeito indesejado de componentes
de altas frequências. Em geral, um filtro passa-
baixas de primeira ordem já apresenta bons resul-
tados (Limon et al., 2010):

ξk = αξk−1 + (1− α)ek−1

sendo α o parâmetro de sintonia com 1 > α > 0.
Finalmente, o modelo neural de predição con-

siderado no presente trabalho é dado por

zk = [yk , yk−1 , ..., yk−ly , uk , uk−1 , ..., uk−lu ]

ŷk+1|k = grn(zk) + ξk. (4)

sendo ŷk+1|k a predição obtida para yk+1 dadas
as informações do instante k. Para modelar per-
turbações constantes em um dado instante k,
considera-se ξk = ξk+j , j > 0. As predições ŷk+j|k

podem ser obtidas de forma recursiva a partir da
Eq. (4).

3 Controlador proposto

Nesta seção será apresentado um controlador pre-
ditivo sub-ótimo baseado em um modelo neural
(Lawrynczuk, 2008; Lawrynczuk, 2011). A téc-
nica recai num problema de otimização convexo
tipo QP com um desempenho que se aproxima aos
resultados obtidos com programação não-linear
(Plucenio et al., 2007).

Para tanto, considera-se um problema de
otimização comum às técnicas de controle predi-
tivo dado por:

min
Uk

N∑

j=1

||ŷk+j|k − rk+j|k ||Q +

Nu−1∑

j=0

||∆uk+j|k||R

s.a.

ymin ≤ ŷk+j|k ≤ ymax, 1 ≤ j ≤ N,

umin ≤ uk+j|k ≤ umax, 0 ≤ j ≤ Nu − 1.

sendo rk+j|k ∈ R
p o vetor de referência futura,

∆uk+j|k = uk+j|k−uk+j−1|k o incremento do sinal
de controle, R a matriz de ponderação do sinal
de controle3, Q a matriz de ponderação do erro e

3Neste trabalho, considera-se a notação padrão, ||u||R ,

u′Ru.



Uk= [∆u′
k|k ∆u′

k+1|k ... ∆u′
k+Nu−1|k]

′ o vetor de
sequência de incrementos de controle futuros.

Para que o problema de otimização seja con-
vexo, é necessário descrever o vetor de sáıdas pre-
vistas, Ŷk|k= [ŷ′

k+1|k ŷ
′
k+2|k ... ŷ

′
k+N |k]

′, como uma
função afim da sequência de controles futuros Uk

conforme descrito a abaixo:

Ŷk|k = Ỹk +G(k)Uk

A rigor, por se tratar de um sistema não-linear,
não se pode dividir a resposta em uma parcela
livre e outra forçada, pois o prinćıpio da super-
posição não é válido. No entanto, para este tipo
de algoritmo, o processo de convexificação do pro-
blema de otimização advém de uma aproximação
linear do sistema não-linear a cada instante k.
Deste modo, costuma-se chamar o vetor Ỹk de
resposta livre e a parcela Ŷf ,k = G(k)Uk de res-
posta forçada (Plucenio et al., 2007; Lawrynczuk,
2008; Lawrynczuk, 2011).

3.1 Respostas livre e forçada

A resposta livre pode ser interpretada como a
evolução das sáıdas previstas dado que os incre-
mentos de controle são nulos. Neste caso, ela pode
ser obtida recursivamente a partir da Eq. (4), uti-
lizando a regra indicada a seguir:

z̃k+j = [ỹk+j , ..., ỹk+j−ly , ũk+j , ..., ũk+j−lu ]

ỹk+j+1|k = grn(z̃k+j) + ξk. (5)

com ũk+i = uk+i, se i < 0; ũk+i = uk−1, se i ≥ 0;
ỹk+i = yk+i, se i ≤ 0; ỹk+i = ỹk+i|k, se i > 0.
Desta maneira, é posśıvel obter o vetor de resposta
livre dado por Ỹk|k= [ỹ′

k+1|k ỹ′
k+2|k ... ỹ′

k+N |k]
′.

Na prática, esta predição pode ser realizada dire-
tamente em ambiente de simulação, mantendo a
ação de controle mais atual, uk−1, inalterada.

Diferentemente da resposta livre, na qual
deseja-se descobrir o vetor Ỹk|k, no caso da res-
posta forçada é necessário conhecer a matriz G(k)
que permitirá realizar as predições em função da
sequência de controle futuros que é a variável de
otimização. Para tanto, é posśıvel obter um mo-
delo linear a cada ponto e posteriormente rea-
lizar um procedimento para cálculo da matriz
G(k) baseado em técnicas de controladores li-
neares (Lawrynczuk, 2008; Lawrynczuk, 2011) ou
pode-se recorrer a procedimentos numéricos para
realização da aproximação linear (Plucenio et al.,
2007). Optou-se pelo procedimento numérico de-
vido à simplicidade de implementação e dos bons
resultados já obtidos (Plucenio et al., 2007).

Considere uma sequência futura qualquer,
Uk, a ser aplicada no modelo não-linear. A
evolução das sáıdas previstas é determinada por:

ẑk+j = [ŷk+j , ..., ŷk+j−ly , ûk+j , ..., ûk+j−lu ]

ŷk+j+1|k = grn(ẑk+j) + ξk. (6)

com ûk+i = uk+i, se i < 0; ûk+i = ûk+i−1 +
∆uk+i, se i ≥ 0; ŷk+i = yk+i, se i ≤ 0;
ŷk+i = ŷk+i|k, se i > 0. Desta maneira, é pos-
śıvel obter o vetor de resposta livre dado por
Ŷk|k= [ŷ′

k+1|k ŷ′
k+2|k ... ŷ′

k+N |k]
′. Esta predição

também pode ser realizada diretamente em ambi-
ente de simulação, adicionando os incrementos de
controle ∆uk+i a cada instante. Deve-se enfatizar
que Uk pode ser uma sequência de controle qual-
quer. No caso de sistemas lineares, utiliza-se um
degrau unitário na técnica DMC4. Para sistemas
não-lineares, quanto menor a amplitude do desta
sequência, melhor a aproximação linear em torno
do ponto atual. Por outro lado, em sistemas reais,
devido a presença de rúıdo, este sinal não pode ser
muito pequeno para que não se reduza a relação
sinal rúıdo substancialmente.

Assim, pode-se notar a relação a seguir:

G(k)Uk = Ŷk|k − Ỹk

sendo G(k) uma matriz a ser determinada a cada
instante k. Esta matriz tem dimensãoN ·p×Nu·m,
o que nos leva a um problema linear com infini-
tas soluções, pois o mesmo possui N ·p equações e
N ·p ·Nu ·m incógnitas. Neste caso, pode-se optar
por diversas soluções. Por simplicidade de apre-
sentação, sem perda de generalidade, apresenta-se
o caso monovariávelm = p = 1. Uma das soluções
mais intuitivas decorre de uma uma aproximação
discretizada do Jacobiano de Ŷk|k − Ỹk com re-
lação a Uk. Esta abordagem é parecida com a
abordagem do PNMPC5 (Plucenio et al., 2007)
sendo dada por

G(k) =















g11(k) 0 0 ... 0
g21(k) g22(k) 0 ... 0
g31(k) g32(k) g33(k) ... 0

...
...

...
. . .

...
gN1(k) gN2(k) gN3(k) ... gNNu(k)















com

gi1(k) =
ŷk+j|k − ỹk+j|k

∆uk|k

e

gij(k) =
ŷk+i|k − ŷk+i−1|k

∆uk+j−1|k
, i ≥ 2.

Para este caso, ∆uk+j−1|k 6= 0, ∀j ≥ 0. No
caso multivariável, basta concatenar as subma-
trizes G(k)ij , i = 1...p, i = 1...m.

Outra possibilidade, baseada na resposta ao
degrau do DMC, consiste em utilizar uma aproxi-
mação linear mais simples como segue

G(k) =











g1(k) 0 ... 0
g2(k) g1(k) ... 0

...
...

. . .
...

gN(k) gN−1(k) ... gN−Nu+1(k)










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com ∆uk+j|k = 0, j ≥ 1 e o elemento gj dado
por:

gj(k) =
ŷk+j|k − ỹk+j|k

∆uk|k
.

Este tipo de aproximação é mais pobre no que
diz respeito à captação das caracteŕısticas não-
lineares. No entanto, a escolha de ∆uk|k não pre-
cisa ser muito rigorosa, pois basta que ∆uk|k seja
suficientemente pequeno para que ŷk+j|k não se
afaste muito do ponto de operação, o que é mais
simples do que no caso anterior. Como dito an-
teriormente, se ∆uk+j|k assumir valores da ordem
do rúıdo de medição, o seu efeito será comparável
ao de ξk, o que requer uma sintonia mais rigorosa
do filtro passa-baixas. Por outro lado, a sinto-
nia do filtro passa-baixas, afeta a rejeição de per-
turbações constantes. Assim, G(k)Uk pode ser
calculado de várias maneiras, dependendo essen-
cialmente do grau de não-linearidade do sistema,
o que não está no escopo deste trabalho.

O algoritmo proposto faz uso de elemen-
tos bem conhecidos da literatura de controle
preditivo para sistemas não-lineares, a saber:
modelo baseado em uma rede neural recursiva
(Lawrynczuk, 2008; Lawrynczuk, 2011), obtenção
da matriz de resposta forçada obtido através de
aproximação numérica (Plucenio et al., 2007) e
modelo de perturbações constantes com estimador
de perturbações similar ao DMC. A combinação
destas técnicas permite aplicar uma técnica de
controle preditivo para sistemas não lineares que é
simples no que diz respeito à modelagem, à sua im-
plementação, bem como ao entendimento do seu
funcionamento.

4 Sistema de tanques acoplados

O controle de ńıvel em tanques é um tipo de
problema comumente encontrado, tanto no ramo
acadêmico (Johansson, 2000), quanto no indus-
trial (Campos and Teixeira, 2006). A plataforma
multivariável controle de ńıvel, utilizada neste tra-
balho, pode ser dividida em quatro partes princi-
pais: estrutura f́ısica de acomodação dos tanques,
sistema hidráulico da coluna, sistema elétrico e
Interface Homem Máquina (IHM). Na Figura 1 é
mostrado o kit didático multivariável em questão.
O algoritmo de controle é implementado num
Computador Pessoal convencional que se comu-
nica com um Controlador Lógico Programável, o
qual é responsável pelo envio do sinal de controle
aos atuadores. Este sistema de tanques é interes-
sante do ponto de vista didático, pois a geometria
da sua seção transversal não é constante, criando
uma não-linearidade dinâmica.

Por simplicidade, supõe-se dois tanques
acoplados com escoamento laminar nas sáıdas dos
tanques, de maneira que se assume que as vazões
de sáıda e de transmissão são proporcionais ao

Figura 1: Kit didático do sistema multivariável
desenvolvido no laboratório da UFBA.

ńıvel. Neste caso, um modelo fenomenológico sim-
plificado é dado por

ḣ1(t) =
1

A1(h1(t))
[u1(t)− c1h1(t)− ct(h1(t)− h2(t))]

ḣ2(t) =
1

A2(h2(t))
[u2(t)− c2h2(t) + ct(h1(t)− h2(t))]

sendo c1, c2 e c3 constantes, u1(t) e u2(t) as vazões
de entrada, h1(t) e h2(t) os respect́ıveis valores de
ńıvel e A1(·) e A2(·) as áreas das seções transver-
sais em função do ńıvel. Assim, pode-se observar
que a simples dependência das áreas A1(·) e A2(·)
com seus respect́ıveis ńıveis provocam um compor-
tamento não-linear. Adicionalmente, sabe-se que
em função do regime de escoamento, a relação das
vazões de sáıda com o ńıvel podem ser aproxima-
dos por uma função que depende da raiz quadrada
do ńıvel. Devido à limitação do tanque pulmão,
são utilizados apenas dois tanques. Neste caso,
são utilizados os tanques 2 e 3, os quais apresen-
tam o comportamento não-linear mais acentuado.

Foram aplicados degraus de amplitudes dis-
tintas para os tanques em questão e observou-
se que a constante de tempo do tanque 2 pode
variar entre 26s e 45s, ao passo que a constante
de tempo do tanque 3 pode variar entre 20s e 42s.
Para fins de identificação e controle, utiliza-se um
peŕıodo de amostragem Ta = 2s. Por se tratar de
um sistema de segunda ordem, optou-se por uti-
lizar uma rede neural com um atraso na entrada,
lu = 1, e dois na sáıda, ly = 2, e uma camada
escondida. A função de ativação das camadas
escondidas é do tipo sigmóide e a camada de
sáıda apresenta uma função linear. Após diversos
testes, observou-se que uma rede cinco neurônios
na camada escondida apresentava um bom desem-
penho com um grau moderado de complexidade.
No procedimento de treinamento utilizou-se o al-
goritmo Levenberg-Marquardt com minimização
do erro médio quadrático. As redes foram exci-
tadas com um sinal do tipo Pseudo-Aleatório de



Múltiplos Nı́veis com um peŕıodo mı́nimo de 10s
e um peŕıodo máximo de 180s com um intervalo
de 3500s para treinamento (1750 pontos) e 900s
para validação. As sáıdas utilizadas para vali-
dação são apresentadas na Fig. 2, sendo definidos
os valores de 15 e 15,5 cm da régua milimetrada
como os pontos de operação dos tanques 2 e 3 res-
pectivamente, o que corresponde à aproximada-
mente 20 cm da base do tanque. Para atingir este
valor, é necessário utilizar aproximadamente 60%
da vazão nominal. Arbitrou-se o ponto de opera-
ção como ńıvel 0 cm.

5 Resultados Experimentais

Nesta seção serão apresentados os resultados ex-
perimentais obtidos no kit didático de controle de
ńıvel apresentado na Seção 4. O principal objetivo
é avaliar o comportamento do algoritmo frente a
aspectos práticos como dinâmicas não modeladas
e rúıdo de medição.

Os parâmetros de sintonia escolhidos são Q =
1, R = 0, 5, N = 40, Nu = 10 e α = 0.7. N = 40
e Nu = 10 correspondem a intervalos de 80s
e 20s respectivamente, o que permite considerar
praticamente todo o comportamento dinâmico de
malha fechada para Q = 1 e R = 0.5. Para cálculo
do G(k), utilizou-se a técnica mais simples com
∆uk|k = 1. Com o intuito de ilustrar a importân-
cia de se considerar restrições em determinados
sistemas de controle, inicialmente realiza-se uma
comparação entre o algoritmo proposto com res-
trições na variável manipulada 6 e o algoritmo sem
restrições na MV, no qual utiliza-se uma saturação
forçada. A vazão dos tanques deve ser superior a
0% e inferior a 100% e os resultados em malha
aberta e em malha fechada são apresentados na
Fig. 3. Para o caso sem restrições, observa-se o
efeito de acúmulo da ação integral (efeito wind-up)
devido a saturação forçada. Conforme esperado,
este efeito indesejado eleva o tempo resposta, o
sobressinal e o esforço de controle, o que ilustra
a importância de se considerar restrições na MV.
Ainda neste teste, pode-se observar que o contro-
lador com restrições apresenta um tempo de aco-
modação de 2% da ordem de 40s, que é menos da
metade do tempo de acomodação de malha aberta,
mesmo com a presença de restrições na MV. O
caso servo para seguimento de referência para o
tanque 3 é apresentado na Figura 4. Este teste é
útil para indicar o efeito do acoplamento na me-
dida em que a MV do tanque 2 deve ser alterada,
a despeito da mudança de referência ser imposta
apenas ao tanque 2.

Posteriormente, com o intuito de avaliar o
desempenho regulador, utilizou-se uma terceira
mangueira/bomba para inserir uma perturbação
de 10% no tanque 2 em 45s e a mesma foi re-
tirada num segundo momento, em torno de 85s.

6Do inglês Manipulated Variable (MV)
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Figura 4: Resposta do sistema em malha fechada
- caso servo.
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Figura 5: Resposta do sistema em malha fechada
- caso regulador.

Conforme esperado, o sistema rejeitou a pertur-
bação e o tempo necessário para rejeita-lá também
é da ordem de 40s indicando que a técnica pro-
posta rejeita perturbações constantes de maneira
eficiente. No entanto, o elemento mais relevante
deste teste advém do fato da MV ter alterações
maiores do que 10%. Além disso, ao se retirar
a perturbação, o valor da MV foi a um patamar
muito acima do observado pré-inserção de pertur-
bação. Obviamente este fato é inesperado, carac-
terizando alguma alteração das condições de ope-
ração/regime de escoamento. Apesar deste fato, o
sistema de malha fechada se comportou bem, re-
jeitando a perturbação num intervalo de tempo
relativamente curto se comparado ao tempo de
resposta de malha aberta.

6 Conclusões

Neste trabalho foi proposto uma algoritmo de con-
trole preditivo para sistemas não-lineares baseado
em um modelo formado por uma rede neural. O
processo de concepção e implementação do al-
goritmo é simples, similar a uma estratégia de
controle preditivo linear com adaptação do cál-
culo da resposta livre. A técnica foi testada em
um sistema de tanques interconectados com seção
transversal variável, apresentando bons resultados
do ponto de vista servo e regulador.
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Figura 2: Comparação das respostas para validação da rede neural.
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Figura 3: Resposta do sistema em malha aberta (direita) e em malha fechada (esquerda).
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