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Abstract— In this work will be presented an approach to solve linear quadratic optimal control whose initial

condition has unrestrained uncertainty of interval type. For this purpose, use shall be made of the concept of

integral equation and an example will be developed to illustrate this technique.
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Resumo— Neste trabalho será apresentado uma abordagem para resolver problemas de controle ótimo

quadrático linear irrestrito cuja condição inicial possui incerteza do tipo intervalar. Para tal propósito, utilizar-

se-á o conceito de equação integral e um exemplo será desenvolvido visando exemplificar essa técnica.
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1 Introdução

Os problemas de controle ótimo originaram-se
da teoria do cálculo variacional por volta de
1965. Bellman (1957) e Pontryagin et al. (1965)
foram grandes contribuintes para o desenvolvi-
mento desta teoria. A teoria de controle ótimo
está presente na modelagem de diversos tipos
de problemas, por exemplos, f́ısicos, biológi-
cos, da área econômica e produtiva entre outros
(Kennedy, 1986; Cacho, 1999; Campo et al., 2006).

Os problemas de controle ótimo podem ser
representados de várias formas, no presente texto
será considerado a classe dos problemas de con-
trole ótimo quadrático linear irrestrito. Em geral,
esses problemas são oriundos da modelagem de
situações reais envolvendo incerteza, por exemplo,
na falta de informações do problema, na natureza
e na modelagem do mesmo. Visando descrever
tais situações, este artigo considerará a seguinte
situação, os problemas quadrático linear irrestrito
que possui incerteza do tipo intervalar na condição
inicial.

O processo de resolução deste problema será
dado em duas etapas: a primeira etapa con-
siste em transformar o problema original em uma
equação integral, segundo Lodwick (1980) e pos-
teriormente, o problema resultante será transfor-
mado num sistema linear intervalar através de téc-
nica de discretização.

A equação integral obtida na primeira etapa,
é dada em função do kernel que é cont́ınuo no
intervalo [0, 1]× [0, 1], assim, utilizando o conceito

de partição de intervalo, essa será transformada
em um sistema linear intervalar, uma vez que a
condição inicial é um intervalo. Contudo, para
resolver o sistema linear intervalar utilizar-se-á
a aritmética intervalar restrita proposta por
Lodwick (1999). Neste contexto, os intervalos
são redefinidos como funções lineares de domı́nio
campacto e inclinação não-negativa.

Segue abaixo, algumas notações úteis para a
compreensão do texto.

Notações:

xT (t) : transposto do vetor x(t).

x′(t) =
dx

dt
.

xI : intervalo[x, x].

x̃I : intervalo result. da metodologia.

x̃ : intervalo transf. pela aritmética restrita.

2 Problema de controle ótimo

Considere a classe particular do problema de
controle ótimo, o problema quadrático linear ir-
restrito:

max
1

2

∫ 1

0

[
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

]
dt

sujeito a :

x′(u; t) = An×nx(t) +Bn×mu(t)

x(u; 0) = x0,



onde: u(t) é a função de controle, x(t) é a função
que representa o estado do sistema, Q é uma ma-
triz simétrica positiva definida e R é inverśıvel
simétrica e semi-positiva definida.

Aplicando a teoria do prinćıpio do máximo de
Pontryagin para esse problema e fazendo algumas
manipulações algébricas (ver Lodwick (1980)),
obtém-se a seguinte equação integral:

x(t) = eAtx0 +

∫ 1

0

K(r, t)x(r)dr, (1)

com

K(r, t) =

{
k1(r, t) para 0 ≤ r ≤ t ≤ 1
k2(r, t) para 0 ≤ t < r ≤ 1

,

e

k1(r, t) = −
∫ r

0 eA(t−s)BR−1BT e−AT (s−r)Qds

k2(r, t) = −
∫ t

0
eA(t−s)BR−1BT e−AT (s−r)Qds

.

A equação integral apresentada em (1) é uma
equação do tipo Fredholm, e a função kernel
K(r, t) é cont́ınua em [0, 1] × [0, 1]. Assim, com
o intuito de resolver tal equação, dado que K(r, t)
é cont́ınua, utilizar-se-á o conceito de integração
numérica de Riemann, mais particularmente, os
conceitos de partição de um intervalo e soma de
Riemann.

Para tal propósito considere P1 : 0 = r0 <

r1 < ... < rn−1 < rn = 1 uma partição do in-
tervalo [0, 1], que r está definido, onde: rj = j

n
e

∆rj =
1
n
, para j = 0, 1, ..., n. Logo, a equação (1)

será reescrita da seguinte forma:

x(t) = eAtx0 +

n∑

j=0

K(
j

n
, t)x(

j

n
)
1

n
. (2)

Seguindo o mesmo racioćınio para t em [0, 1],
considere agora P2 : 0 = t0 < t1 < ... < tn−1 <

tn = 1 uma partição do intervalo [0, 1] referente
à t, onde: ti = i

n
, para i = 0, 1, ..., n, uma vez

que K( j
n
, t) está definida em [0, 1]. Portanto, a

equação (2) será reescrita por:

x(
i

n
) = eA( i

n
)x0 +

n∑

j=0

K(
j

n
,
i

n
)x(

j

n
)
1

n
.

Fazendo i e j variarem de 0, 1, ..., n, obtém-se:

x(0) = e
A(0)

x0 +K(0, 0)x(0)
1

n
+K(

1

n
, 0)x(

1

n
)
1

n

+...+K(1, 0)x(1)
1

n
,

x(
1

n
) = e

A( 1
n
)
x0 +K(0,

1

n
)x(0)

1

n
+K(

1

n
,
1

n
).

x(
1

n
)
1

n
+ ...+K(1,

1

n
)x(1)

1

n
,

...

x(1) = e
A(1)

x0 +K(0, 1)x(0)
1

n
+K(

1

n
, 1)x(

1

n
)
1

n

+...+K(1, 1)x(1)
1

n
.

O sistema apresentado anteriormente pode ser
reescrito na forma de matriz, e consequentemente,
com essa ténica ao invés de resolver a equação in-
tegral (1), tem-se que resolver um sistemas linear,
cuja a solução é uma aproximação do resultado
desejado.

O sistema linear apresentado acima será de-
notado por: Ãx̃ = b̃, onde Ã, x̃ e b̃ são matrizes
obtidas no desenvolvimento anterior. Destacando-
se o fato que a condição inicial, x0, está presente
apenas no vetor b̃.

O problema de controle ótimo que será con-
siderado é do tipo intervalar, onde a incerteza in-
tervalar está presente na condição inicial, ou seja:
xI
0 = [x0, x0]. Assim, dado o sistema linear ante-

rior e considerando que a condição inicial é inter-
valar, tem-se o seguinte sistema linear intervalar
resultante:

Ãx̃ = b̃
I
, onde b̃

I =




eA(0)[x0, x0]

eA( 1
n
)[x0, x0]
...

eA(1)[x0, x0]




, (3)

sendo que, Ã é dada por:





















(

1 − K(0, 0) 1
n

)

−K( 1
n

, 0) 1
n

· · · −K(1, 0) 1
n

−K(0, 1
n

) 1
n

(

1 − K( 1
n

, 1
n

) 1
n

)

· · · −K(1, 1
n

) 1
n

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

−K(0, 1) 1
n

−K( 1
n

, 1) 1
n

· · ·

(

1 − K(1, 1) 1
n

)





















.

Como o sistema (3) é um sistema intervalar,

pois o vetor b̃I é composto por intervalos, para re-
solver utilizar-se-á o conceito da aritmética inter-
valar restrita porposta por Lodwick (1999). Tal
abordagem, ao contrário da aritmética intervalar
tem inverso aditivo, inverso multiplicativo e satis-
faz a lei da distributiva. Neste contexto, os inter-
valos são redefinidos como funções lineares, e os
espaços dos intervalos serão transformados nos es-
paços das funções lineares com domı́nio compacto
e inclinação não-negativa.

3 Aritmética Intervalar Restrita

Essa abordagem é uma extensão da aritmética in-
tervalar, no sentido da dependência, ou seja, se
cada intervalo na expressão aritmética é indepen-
dente, as regras usuais para aritmética intervalar
se mantém (ver (Moore and Kearfott, 2009)),
caso contrário, esta abordagem apresenta uma
metodologia para obter os resultados.

Definição: Um número intervalar x̃I = [x, x]
é dado da seguinte forma

x̃I = {x|x = x+ (x− x).λ onde, 0 ≤ λ ≤ 1}. (4)

Os três parâmetros x, x e λ são necessários
para lidar com a dependência. Estritamente fa-
lando, em (4), os números x e x são dados e são
considerados como parâmetros, enquanto que λ é



a variável, que é restrita entre 0 e 1. Ou seja, x é
uma função de λ, com parâmetros x e x.

Neste contexto, as operações algébricas são
definidas da seguinte forma, sejam x̃I = [x, x] e
ỹI = [y, y] dois números intervalares, assim:

z̃I = x̃ ◦ ỹ

= {z|z = x ◦ y, ∀x ≤ x ≤ x e y ≤ y ≤ y}

= [z, z],

com

z̃I = x̃ ◦ x̃

= {z|z = x ◦ x, ∀x ≤ x ≤ x} = [z, z],

onde

z = min z, z = max z e

◦ ∈ {+,−,×,÷}.

Desde que, todas as operações são cont́ınuas,
e contando que a divisão por zero é anulada, a
minimização e maximização estão bem definidas,
atingindo o resultado de z̃I em termos de um in-
tervalo.

Os cálculos para a minimizar e a maximizar
estão associados com adição e subtração dos in-
tervalos, levando em consideração a restrição de λ
em 0 ≤ λ ≤ 1, para cada um dos intervalos con-
siderados (λ distintos para cada um dos números
intervalares) . Para maiores informações sobre a
aritmética intervalar restritas, pode-se consultar
Lodwick (1999).

Na próxima seção será apresentado um es-
tudo de caso, um problema de controle ótimo
quadrático linear com condição inicial intervalar.

4 Uma Aplicação

Para ilustrar as metodológicas apresentadas ante-
riormente, considere o seguinte problema de con-
trole ótimo quadrático linear com condição inicial
intervalar:

max −
1

2

∫ 1

0

(x2(t) + u2(t))dt

sujeito a : (5)

x′(u; t) = u(t)

x̃(u; 0) = [0, 1].

Com o intuito de comparar os resulta-
dos obtido através da metodologia apresentada,
primeiramente, será analizado um caso clássico
do problema de controle ótimo em (5), será ap-
resentada a resolução deste problema quando a
condição inicial assume o valor real 1, x(0) = 1.
Posteriormente, a solução para o problema quando
a condição inicial é intervalar será obitda uti-
lizando a metodologia apresentada neste trabalho.

1. Considerando o problema (5) com condição
inicial não intervalar, o caso clássico para
x(0) = 1.

A Hamiltoniana deste problema é a seguinte:

H(x, u, λ) = −
1

2

(
x(t)2 + u(t)2

)
+ λ(t)u(t),

onde: λ(t) é a variável de co-estado. Uti-
lizando o Prinćıpio do Máximo de Pontryagin,
obtém-se as seguintes equações para o estado
e o co-estado, com x(0) = 1 e λ(1) = 0,

x(t) =
1

1 + e2
et +

e2

1 + e2
e−t,

λ(t) =
1

1 + e2
et −

e2

1 + e2
e−t.

Na figura (1) apresenta-se o gráfico da
equação de estado, cuja a equação foi apre-
sentada anteriormente.
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Figura 1: Equação de estado quando x(0) = 1.

2. Agora, considere o caso em que a condição
inicial é intervalar, x(0) = [0, 1].

Neste caso:

A = [0] , B = [1] , Q = −

[
1

2

]
, R = −

[
1

2

]
.

Utilizando o Prinćıpio do Máximo de Pon-
tryagin e a abordagem apresentada por Lod-
wick (1980), obtém-se:

x(t) = e0·t[0, 1] +

∫ 1

0

K(r, t)x(r)dr

= [0, 1] +

∫ 1

0

K(r, t)x(r)dr,

e

K(r, t) =

{
−r para 0 ≤ r ≤ t ≤ 1
−t para 0 ≤ t < r ≤ 1

.

Aplicando a metodologia apresentada ante-
riormente, a equação integral será transfor-
mada em um sistema linear intervalar (ver
(3)). Assim, como a incerteza está presente



apenas na condição inicial do problema de
controle ótimo, somente o vetor b̃I será dado
em função da condição inicial intervalar. Uti-
lizando, a aritmética intervalar restrita no in-
tervalo [0, 1], obtém-se:

[0, 1] = {x|x = λ, com 0 ≤ λ ≤ 1},

contudo, o vetor b̃I será transformado no ve-
tor b̃ dado em função de λ. Originando-se,
num sistema linear clássico dado em função
de λ, para λ ∈ [0, 1]. Para a resolução do sis-
tema linear resultante utilizou-se o software
MATLAB 7.9.

Inicialmente, apresentar-se-á a simulação
quando n = 4, visando exemplificar detalha-
damente a técnica utilizada, e posteriormente
os resultados para valores de n, com n signi-
ficativamente grande.

• Para n = 4, o sistema resultante, é o

seguinte Ãx̃ = b̃, onde:

Ã =




0.938 0.063 0.0623 0.063
0.063 0.875 0.125 0.125
0.063 0.125 0.813 0.188
0.063 0.125 0.188 0.750




x̃ =




x( 1
4
)

x( 2
4
)

x( 3
4
)

x(1)


 b̃ =




λ

λ

λ

λ


 ,

como 0 ≤ λ ≤ 1, aplicando a arit-
mética intervalar restrita para resolver o
sistema, obtém-se o seguinte resultado:




x(14 )
x(24 )
x(34 )
x(1)


 =




[0, 0.8955]
[0, 0.8307]
[0, 0.8231]
[0, 0.9145]


 .

Na figura (2) está apresentado a
dinâmica dos intervalos, sendo que essa
mostra os limites superiores de cada um
dos intervalos em cada interação. Os
limites inferiores são sempre zeros.

• Para o valor de n igual a 10, 20 e 100,
o resultado está exposto na figura (3),
onde pode-se observar que conforme os
valores de n crescem os limites superi-
ores dos intervalos vão se aproximando
da solução clássica, consequentemente,
a solução do sistema linear intervalar
contém a solução clássica do problema.
Ressaltando-se que na figura estão apre-
sentados apenas os limites superiores
das soluções intervalares, como os lim-
ites inferior são sempre nulos os mesmo
não estão apresentados.

• Para valor de n igual a 1500, o resultado
está apresentado na figura (4).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.82

0.84

0.86

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

Tempo

Li
m

ite
 s

up
er

io
r 

do
s 

in
te

rv
al

os

Figura 2: Resultado do sistema linear intervalar
para n = 4.
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Figura 3: Resultado do sistema linear intervalar
para vários valores de n.
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Figura 4: Resultado do sistema linear intervalar
para n = 1500.

5 Conclusão

A técnica de transformar a equação integral inter-
valar em um sistema linear intervalar, resultou-se
em um boa aproximação para a solução do pro-
blema. Tornando o processo de resolução bem



mais simples, uma vez que, ao invés de resolver
uma integral, tem-se que resolver um sistema li-
near. Posteriormente, o nosso propósito é con-
siderar está abordagem para problemas com in-
certeza no modelo.
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dinâmica populacional de plantas daninhas
com aplicação de controle, Anais do 5o Con-
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