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Abstract— The development of Autonomous Unmanned Aerial Vehicles (AUAV’s) has experimented large
expansion in the last decade. The use of these vehicles in civil application has been showing to be useful and
rentable in many areas. In this work is presented a methodology proposal to obtain quadrotor’s controllers,
based in Lyapunov’s Stability Theory, as part of implementation study of a inspection air vehicle for power lines,
insulators and power stations.
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Resumo— O desenvolvimento de veiculos aéreos auténomos nao-tripulados (VAANTS) tém experimentado
grande expansao na udltima década. O uso destes veiculos para aplicagoes civis vem se mostrando ttil e rentavel
em muitas dreas. Neste trabalho é apresentada uma proposta de metodologia para obtengao de controladores
para um quadrotor, baseando-se na Teoria de Estabilidade de Lyapunov, como parte do estudo de implementagao

de uma aeronave de inspegao de linhas deras de transmissdo, isoladores e subestagoes.
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1 Introducao

O desenvolvimento de veiculos aéreos autonomos
nao-tripulados (VAANTSs) tém tido grande ex-
pansao na ultima década. Essa terminologia se
aplica aeronaves que operam sem intervencao hu-
mana, e que possuam certa capacidade delibera-
tiva, para cumprir objetivos (Neto, 2008; Bran-
dao et al., 2007). A motivacao deste trabalho tem
como finalidade fazer parte do desenvolvimento de
uma aeronave autonoma para vistoria de subesta-
¢oes elétricas, linhas aéreas de transmissao e iso-
ladores.

Existem diversas modalidades de VAANTS,
classificados como de asas fixas (como avides), de
asas moéveis (como helicdpteros e multicépteros),
entre outras categorias (baldes, dirigiveis, etc).
Cada uma delas apresenta certas caracteristicas
que determinam sua faixa de aplicagdo. Avides
normalmente sao utilizados para vistorias de gran-
des areas, por possuirem boa velocidade de cru-
zeiro e autonomia. Contudo, para se manterem no
ar, é necessario que haja uma velocidade minima
de sustentagao. Outra caracteristica deste tipo de
aeronave é a necessidade de locais apropriados de
pouso e decolagem, limitando o local de vistoria
para areas proximas as condicoes exigidas.

Baloes e dirigiveis possuem excelente autono-
mia, pois necessitam de pouca energia para se
manter em voo. Contudo, sao lentas, com pouca
manobrabilidade e possuem grande influéncia dos
ventos. Por conta disso, a sua utilizagao é relaci-
onada a areas extensas, para climatologia e ope-
ragoes de resgate (Sunderhauf et al., 2007) por
exemplo, embora haja exemplos de sua utilizagao
para inspecao de linhas aéreas (Elfes et al., 1998).

Os helicopteros e multicopteros possuem
grande manobrabilidade e precisao, sendo aptos a
vistorias mais detalhadas. Helicopteros nao tri-
pulados sao usados nesse tipo de inspecao em
(Hrabar et al., 2010; Katrasnik et al., 2010). Os
quadrotores possuem manutengao mais simples e
robustez estrutural maior, portanto foram esco-
lhidos neste desenvolvimento. O uso de multi-
copteros e outras aeronaves VTOL (Vertical Take-
Off and Landing) em inspegao de linhas elétricas
e outras aplicacoes tem ganhado grande atengao,
uma revisao sobre a andlise de custo o estado da
arte no uso civil de VAANT é apresentado em
(Montambault et al., 2010; Valavanis, 2007).

O presente trabalho se dedica em estabelecer
um controlador para a estabilizacao de um qua-
drotor, o que sera feito com base na teoria da es-
tabilidade de Lyapunov (Costa, 2012). Serd apre-
sentada na se¢ao 2 o modelo dindmico da aeronave
que possibilitard a construcao do controlador. Na
secao 3 uma breve revisao sobre estabilidade de
Lyapunov sera apresentada, e o controlador sera
elaborado. Na se¢@ao 4 o controlador obtido serd
utilizado, e se apresentarao os resultados de simu-
lacao e de voo. Na segao 5, serd apresentada a
conclusao deste trabalho, e uma proposta de tra-
balhos futuros.

2 Modelagem Cinematica e Dinamica de
Quadrotores

Nesta secao as expressoes da dinamica de um qua-
drotor sao obtidas, serao usadas notagoes e sis-
tema de coordenadas que sao mais tipicos na lite-
ratura de aerondutica.

Define-se i como o referencial inercial e b como
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Figura 1: Sistema real para cada controlador

o referencial fixo ao corpo, existindo referéncias
intermediarias, relativas as rotagoes e translagoes
do corpo, como apresentado na Figura 1.

As posigoes lineares (pn,pe, h) do quadrotor
sao dadas no referencial inercial, enquanto que
suas velocidades lineares (u,v,w) sdo dadas em
relacao ao referencial fixo ao corpo. Do mesmo
modo, os angulos de Euler (¢ (roll), 6 (pitch) e
¥ (yaw)) e as velocidades angulares (p,q,r) s@o
definidas em relacao a diferentes sistemas de co-
ordenadas.

A lei de Newton aplicada ao movimento trans-
lacional é dada por

dv
m i = f (1)
onde v a velocidade do quadrotor, m é sua massa,
f a forca total aplicada e diti é a derivada no tempo
no referencial inercial.

Para o movimento rotacional, a segunda lei de
Newton diz que

dh

d—ti:m (2)

onde h é o momento angular e m € o torque apli-
cado.

Cada motor do quadrotor produz uma forca
F' e um torque 7, como mostrado na Figura 2.
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Figura 2: Definicao das forcas e torques que atuam
sobre o quadrotor

O total de forgas agindo sobre o quadrotor é
dado por

F=F +F +F+EF (3)

onde f = front, r = right, b = back e | = left.
O torque de rolamento (roll) é produzido pelas

forcas dos motores da direita e esquerda como
ro = ((F — F,) (1)

De maneira similar, o torque de arfagem
(pitch) é produzido pelas forcas dos motores tra-
seiro e dianteiro

To :f(Ff 7Fb) (5)

Devido a terceira lei de Newton, o arrasto
dos propulsores produzem um torque de guinada
(yaw) no corpo do quadrotor. A dire¢ao do tor-
que é oposta a diregao de movimento do propulsor.
Portanto, o torque de guinada total é dado por

Ty =Tr + T —Tf — Tp (6)

A sustentacao e o arrasto produzido pelos pro-
pulsores é proporcional ao quadrado da velocidade
angular. Assume-se que a velocidade angular é di-
retamente proporcional ao comando de largura de
modulagdo de pulso (PWM) enviado ao motor.
Portanto, a forga e o torque de cada motor pode
ser expressa como

F, =

Te =

onde ki e ko s@o constantes que precisam ser de-
terminadas experimentalmente, J, é o sinal de co-
mando do motor, e * representa f,r,b e [.

O modelo de seis graus de liberdade para a
dindmica do quadrotor (Beard, 2008) é dada por
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onde c¢ £ cos @, s¢ 2 sin ¢, g é a gravidade e J
é o momento de inércia. Os momentos de inércia
do quadrotor sao calculados assumindo uma esfera,
maciga no centro com massa M e raio R, e massas
pontuais de massa m localizadas a uma distancia
£ & partir do centro.

Adotando algumas simplificagdes (Beard,
2008), o modelo dindmico do quadrotor pode ser
reescrito como

P = —cosgbsinHE (13)
m
F
Pe = sing— (14)
m
. F
h = g—cos¢costd — (15)
m
; 1
i - L (17)
. 1

Deste resultado, apenas as equacoes 16, 17 e
18 se referem a estabilidade de voo da aeronave,
as demais representam posicoes no espago. Utili-
zando as simplificagoes obtidas, serd usada a re-
presentagao em espaco de estados (Ogata, 1997),
descrita pela equagao

Gl =loolln )+ L)

IETE

onde z1 € o angulo que se deseja controlar, a saida
y disponibiliza tanto o angulo quanto a velocidade
angular, e J, é um momento de inércia de qual-
quer um dos angulos.

3 Ajuste do Controlador por
Estabilidade de Lyapunov

3.1 Introducao

Em sistemas de controle é vital a determinagao
de sua estabilidade. Existem diversos métodos
e critérios para essa analise, como o método de
Nyquist ou o de Rough (Ogata, 1997), porém li-
mitados a sistemas lineares. Uma das principais
abordagens para sistemas, sendo lineares ou nao,
é a teoria de estabilidade de Lyapunov (Astrom
and Wittenmark, 1994; Spong et al., 2006), mais
especificamente o segundo método, chamado mé-
todo direto de Lyapunov (Ogata, 1997; Spooner
et al., 2002).

Lyapunov concentrou esforgos na resolugao da
equacgao diferencial

z = f(z,t) com 0= f(0,) (20)

Seja um sistema descrito pela Equagao 20,
onde x é um vetor de n estados e f(x,t) um con-
junto de n fungoes de x e t. Assume-se que o
sistema tenha solugao tnica dada uma condigao
inicial, e essa solucao é denotada por ®(t,xo,to),
ou seja, a trajetoria composta por todos os pon-
tos do espago de estados que sdao a resposta do
sistema no tempo. Entao, define-se um ponto de
equilibrio um estado x. onde

f(ze,t) =0, para qualquer t

Se o sistema for um sistema linear e inva-
riante no tempo (SLIT) (Ogata, 1997) tem-se
que f(z,t) = Az. Se A for inversivel (nao singu-
lar) existe apenas um ponto de equilibrio, neste
caso a origem.

Seja uma regiao esférica no espago de estados,
limitada e ao redor de um ponto de equilibrio x.,
de raio k

[ —zell <k
Seja S(d) uma porgao do espago tal que
|z —ze| <6

e S(€) uma outra porgéo

||q)(t,$(),t0) — {EEH S €

Entdo, um sistema ¢é considerado estdvel se
uma trajetdria iniciada em S(J) nao deixa uma re-
gido correspondente S(e), conforme ¢t — 0o, como
no caso bidimensional na Figura 3.

Figura 3: Representacdo em Duas Dimensoes de
um Sistema Estavel

S(3)  S(e)

Caso a trajetéria ndo deixe uma regiao S(e) e
convirja assintoticamente para x., entao este sis-
tema serd assisntoticamente estdvel. Se por outro
lado, independente do tamanho de S(e) S(§), a
trajetoria deixa as regioes, entao o sistema é dito
instavel.

A estabilidade assintdtica é, portanto, a mais
desejavel, e serd o alvo da construgao deste con-
trolador.

3.2 Segundo Método de Lyapunov

O Teorema de Estabilidade de Lyapunov (Spooner
et al., 2002; Ogata, 1997) apresenta uma abstracao
fisica para qualquer tipo de sistema, criando uma



funcao V' (x), heuristica da energia, e analisando o
comportamente de sua derivada V(x) Caso seja
possivel determinar uma funcdo escalar V(z) po-
sitiva definida, e sua derivada negativa definida,
o sistema é assintoticamente estavel. A represen-
tacao desse sistema apresenta que o sistema tem
uma energia finita e positiva (V(x)), que esta con-
tinuamente decrescendo até a estabilidade (visto
que sua derivada é V(x) < 0,Vz # 0,V (0) = 0).

A escolha da funcdo V(z) pode ser com-
plexa, sao normalmente utilizadas fungoes qua-
draticas (Ogata, 1997), e fungdes logaritmicas,
principalmente para sistemas discretos (Landau
et al., 1998). Nessa caso, serd usada a forma qua-
dratica

V(z) = 27 Px,

onde = sao os estados, e P uma matriz hermiti-
ana. Deseja-se controlar a posigao angular, e isso
serd feito com através de uma referéncia r que a
planta deve atingir. Neste caso, r serd considerado
constante, situagao conhecida na literatura como
ajuste de setpoint (Spooner et al., 2002). Caso
esse valor fosse dindmico, r(t), o problema seria
chamado problema de rastreamento (Spooner
et al., 2002).
Seja definido o vetor de erro € como

€1 T T
que é muito intuitivo, uma vez que se deseja que
a posicao seja 7, e a velocidade 0.

Uma fungao de Lyapunov pode ser definida
por

V(e) =l Pe (22)

onde P é uma matriz positiva definida simétrica
qualquer, por exemplo

pn 0
P= 23
[ 0 pao } (23)
com pi1,paz > 0.
Juntando as equacoes 21, 22 e 23

V(e) = p11(r — 21)* + p22(0 — 22)*

que é positiva definida. Agora, é necessario de-
terminar a sua derivada, e forgad-la a ser negativa
definida.

Assim

V(&) = 2])11(7" 71’1)(75&1) +2p22(07$2)(7$€2)

1
= 2pnaxa(r—a1)+ 2p22x2J—u
«@

1
2z (p11(—7‘ + 1) +p22JU)

Observe que se

1
pri(—r+x1) +p227U = —T2
«

entao )
V = -2z}

o que garante a estabilidade assintética do sis-
tema. Assim, a lei de controle pode ser obtida
por

1
pui(—r +z1) +P227U = —X2
«

U= ﬁ(pn?“ — p11T1 — T2) (24)
P22
A Equagéo 24 garante estabilidade para o sis-
tema, sejam pi1, p2o quaisquer, desde que positi-
vos. Esta lei de controle pode ser arranjada como
na Figura 4.

Figura 4: Diagrama de Blocos do Sistema Reali-
mentado

3.3 Sintonia dos Ganhos de P

Visto que para qualquer valor de p1; e p22 hé ga-
rantia de estabilidade, ha de se garantir que o sis-
tema possua uma boa performance. Isso serd feito
através da escolha adequada dos ganhos. Se apli-
cada a entrada 24 no sistema 19, serd obtida a
expressao

a el e ]
w7l e e

Uma possibilidade de escolha para estes va-
lores é iguald-los a um sistema desejado. Se for

feito
i Il R

e =1t

entdo o sistema terd dinamica sub-amortecida,
com frequéncia natural nao-amortecida w, e
amortecimento (. Assim, pode-se usar a expressao

Wn

pPin = i (25)
1
P22 = 2eomC (26)

para sintonizar os ganhos.



4 Resultados Obtidos

4.1 Resultados de Simula¢do

Foram feitos exeprimentos na bancada de ensaio,
estrutura idéntica ao quadrotor, porém fixa a uma
haste, como na figura 5. Para controle dos dngu-
los, a bancada possui uma junta universal, que
permite rotagao nos trés graus de liberdade an-
gulares, embora imprima restricaio de movimento
espacial.

Foi feita a identificagao da planta, através de
toolbox do MATLAB. A funcéo de transferéncia
encontrada foi

48
(s+1,5)(s+1,5)’

G(s) = (27)
para os angulos de roll e pitch, pois a bancada
nao disponibilizava o angulo de yaw®. Foi usado
o ganho de entrada como o valor de 1/J, para
sintonizar o controlador, e ainda se inseriu ruido
as medigoes, para simular uma dificuldade real.
Para sintonia do controlador, os parametros de
desempenho escolhidos foram

wp, = 10rad/s (28)
¢ = 08, (29)

que culminaram nos valores de p;; = ‘*2’—2‘ =6,25¢e
Pog = ﬁ =0,0625.

A Figura 6 representa o diagrama de blocos
do sistema estimado. A Figura 6 representa o re-
sultado da simulagao do controlador sobre um dos
angulos ¢ ou 6, visto que pela simetria da aero-
nave os sistemas sao idénticos.

Figura 6: Diagrama de Blocos do Sistema Esti-
mado
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Figura 7: Resultados de Simulacao com a Planta
Estimada

4.2 Resultados Prdticos

Usando estes valores de ganho na aeronave real, e
usando de referéncia para ¢ e 8 o sinal de um radio
controle, foram obtidos os resultados apresentados
nas Figuras 8a e 8b.

Os dados sao referentes a uma missao nao-
autonoma, cuja posicao é controlada por um ope-
rador. As referéncias (em azul) sdo rapidamente
seguidas pelo sistema controlado (em vermelho),
o que demonstra a eficdcia do método. Os sinais
apresentados possuem natureza discreta, devido
as conversoes AD da placa de controle.

5 Conclusao e Trabalhos Futuros

O controlador mostrou bom desempenho, e o mé-
todo de obtengao do controlador é de simples
aplicacao, visto que culmina em sistemas desa-
coplados para cada angulo, dependendo de uma
equagao simples para garantir estabilidade, e uma
igualdade para garantir desempenho.

Em (Costa, 2012) as andlises levaram a uma
relagao capaz de demonstrar que hé performance
semelhante no uso de um controlador PD e dessa
metodologia, se

P

k, = J, 30

p o2 (30)
b = Jo— (31)
¢ ap22'

Isso se deve ao fato das simplificacoes atri-
buidas na secao 2. O resultado apresentado nesse
trabalho pode ser expandido ao modelo nao-linear,
e ser aplicada como mecanismo para obtengao de
um controlador Backstepping (Cavalcanti, 2012),
por exemplo.

A continuacao natural desse trabalho é o con-
trole automatico de todos os graus de liberdade
(Cavalcanti, 2012), bem como estratégias de con-
trole adaptativo estdo sendo estudadas (Spooner
et al., 2002; Landau et al., 1998; Astrom and Wit-
tenmark, 1994)
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Figura 8: Resultados do Sistema Real - Lyapunov
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