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Abstract— This paper describes a method used to reduce the computacional cost of the motion primitives
generation for autonomous robots. To accomplish this task, an elimination optimization method was applied in
the primitives generation, together with some heuristics. In the method proposed, only the primitives inclined
to produce low cost motions are generated. By comparing it with the traditional and probabilistic method for
primitives generation, the obtained results showed, in most of the cases, reduced computational cost without
compromising solution’s quality.
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Resumo— Este trabalho descreve um método utilizado para gerar primitivas de movimento para robôs autô-
nomos com menor custo computacional em relação ao método tradicional e ao método de geração de primitivas
aleatórias. Para isto, foi empregado um método de otimização por eliminação na geração das primitivas em
conjunto com algumas heuŕısticas. No método apresentado, são geradas apenas primitivas de movimento que
aparentam ser mais promissoras na obtenção de uma solução de baixo custo sem gerar colisão com obstáculos.
Tal método apresentou significante redução do custo computacional mantendo o baixo custo da solução obtida
em relação aos métodos comparados.

Palavras-chave— Planejamento de movimento, primitivas de movimento, otimização, robôs autônomos, ge-
ração de primitivas

1 Introdução

Em muitas aplicações na robótica, faz-se neces-
sário realizar o planejamento de trajetórias que
levem em consideração as restrições cinemáticas e
dinâmicas do robô. Dentre as várias abordagens
existentes para tais aplicações, estão os métodos
baseados em amostragem, tais como malhas de es-
tado (State Lattice)(Pivtoraiko and Kelly, 2011) e
árvores de crescimento rápido (Rapidly-exploring
Random Trees - RRTs)(LaValle, 1998).

Para a geração de trajetórias onde as restri-
ções de movimento do robô sejam respeitadas, os
algoritmos RRT e Malha de Estados utilizam as
chamadas primitivas de movimento. Tais primiti-
vas são geradas a partir da amostragem do espaço
de entradas do robô, a fim de gerar um conjunto
de estados, calculados através das equações cine-
máticas e dinâmicas do robô. Cada uma dessas co-
nexões representa uma trajetória alcançável pelo
robô.

As primitivas de movimento tem sido utiliza-
das por algoritmos de planejamento de trajetória
em diversos segmentos da robótica, dentre os quais
destacam-se em robôs exploradores (Pivtoraiko
et al., 2009), robôs terrestres (Frazzoli et al.,
2001), robôs humanóides (Kris Hauser and claude
Latombe, 2008), robôs aéreos (C. L. Bottasso and
Savini, 2008), manipuladores robóticos (Cohen
et al., 2010) e véıculos autônomos (Likhachev and
Ferguson, 2009), (Magalhães et al., 2013).

Contudo, na discretização do espaço de confi-

guração do robô, mesmo que tal discretização seja
realizada com uma alta taxa, o robô perde parte
de sua mobilidade (Pivtoraiko et al., 2009). Para
aplicações com vários graus de liberdade, o pro-
blema torna-se ainda maior. Caso sejam geradas
várias primitivas, a fim de dar mais mobilidade ao
robô, aumenta-se drasticamente a complexidade
computacional do problema, em virtude da neces-
sidade de geração de um maior número de pri-
mitivas, análises de colisão e de custo. Caso se-
jam geradas poucas primitivas, diminui-se ainda
mais a mobilidade do robô. Desta forma, embora
o custo computacional do problema torne-se me-
nor, a perda de mobilidade no robô pode ser ta-
manha que, mesmo havendo uma solução para o
problema, o algoritmo não consiga encontrá-la.

Em (Lavalle and Konkimalla, 2001) e
(LaValle, 2003), foram mostrados métodos numé-
ricos baseados em simulação e interpolação para a
geração de primitivas com menor custo computa-
cional em relação aos métodos tradicionais de in-
terpolação. A otimização é realizada nas entradas
e juntamente é avaliado se as primitivas geradas
resultam em colisão.

A contribuição do presente trabalho consiste
em demonstrar um novo método para geração de
primitivas de movimento, com custo computaci-
onal inferior ao método tradicional e ao método
aleatório de geração de primitivas, mantendo-se a
qualidade da solução obtida. O método que está
sendo proposto apresenta algumas similaridades
com os métodos numéricos propostos em (Lavalle



and Konkimalla, 2001) e (LaValle, 2003). A pri-
meira similaridade está no fato de se utilizar a in-
terpolação para gerar novas primitivas. A segunda
consiste na avaliação das colisões com obstáculos
durante a geração das primitivas.

O método apresentado no presente trabalho,
contudo, não utiliza a interpolação baseada na
subdivisão completa do baricentro. Ao invés
disso, utiliza-se um método de otimização por eli-
minação (Rao, 2009) e heuŕısticas na geração das
primitivas de movimento. O método de otimiza-
ção por eliminação é comumente utilizado quando
a solução ótima para um problema está dentro
de um intervalo conhecido, realizando-se uma hi-
pótese inicial para a solução e deslocando tal hi-
pótese um certo passo em uma direção favorável
à obtenção da solução ótima. Durante este pro-
cesso, os intervalos menos favoráveis à obtenção
de uma solução ótima vão sendo eliminados do
intervalo de busca.

Para mostrar a eficiência do método proposto,
é realizada uma comparação do método proposto
com dois métodos de geração de primitivas: o mé-
todo tradicional (onde as primitivas são geradas
pela simples combinação das entradas fisicamente
posśıveis do sistema) e o método de geração alea-
tória (onde as primitivas são geradas à partir de
entradas aleatórias).

Na Seção 2, é realizada a descrição do pro-
blema. Na Seção 3 é realizada uma breve expla-
nação sobre os métodos tradicional e aleatório de
geração de primitivas de movimento. Na Seção 4,
é apresentado o algoritmo proposto e na Seção 5,
são apresentados os resultados do trabalho.

2 Descrição do problema

Considera-se um robô com equações de estado de-
finidas por:

ẋ = f(x, u) (1)

onde x ∈ <m é o vetor de estados de dimensão
m do sistema, u ∈ <k é o vetor de entradas de
dimensão k e f(.) é uma função que representa as
equações cinemáticas e dinâmicas do robô e rela-
ciona o vetor x e o vetor u com o vetor ẋ.

Insere-se, então, o robô em uma posição inicial
pi em um ambiente com obstáculos estáticos cir-
culares gerados aleatoriamente. O robô tem como
objetivo gerar um grupo de primitivas de movi-
mento e, dentre estas, retornar aquela primitiva e
a respectiva entrada de controle que esteja livre
de colisão e possua o menor custo de navegação
em relação à uma configuração final pf desejada.
O custo de cada primitiva é calculado através da
seguinte equação:

C = g(x, pf ) (2)

onde C é o custo e g(.) é a função que relaciona o
custo C à x e pf .

3 Métodos tradicional e aleatório de
geração de primitivas de movimento

Para a geração de primitivas no método tradici-
onal, combina-se um conjunto de valores fisica-
mente posśıveis que cada componente do vetor
u pode assumir dado o estado atual x do robô.
Em seguida, utiliza-se cada combinação das en-
tradas, juntamente com o estado x do robô, para
calcular, através de uma integração, os estados do
robô após um determinado intervalo de tempo 4t
utilizando-se a Equação 1. Dentre as primitivas
obtidas, avalia-se aquela de menor custo de nave-
gação em relação à pf e que não gere colisão com
obstáculos. A primitiva de menor custo e livre de
colisão é retornada pelo algoritmo.

Na geração de primitivas de forma aleató-
ria, gera-se para cada componente do vetor u de
entrada valores aleatórios fisicamente alcançáveis
pelo robô dado o estado atual do mesmo. Assim
como no método tradicional, as primitivas são cal-
culadas utilizando-se as combinações das entradas
geradas e o estado x do robô, utilizando-se a Equa-
ção 1. Dentre as primitivas geradas, aquela de
menor custo de navegação em relação à pf e livre
de colisões é retornada pelo algoritmo.

O número de primitivas geradas em cada al-
goritmo está diretamente relacionada com a quan-
tidade de valores discretos de cada componente do
vetor u, visto que as primitivas são geradas atra-
vés da combinação de tais valores. No presente
trabalho, ambos algoritmos gerarão o mesmo nú-
mero de primitivas de movimento.

4 Algoritmo proposto para geração de
primitivas de movimento

No Algoritmo 1 é posśıvel ver o pseudocódigo
do algoritmo proposto para a geração de primi-
tivas. Tal algoritmo gera, para cada uma das k
componentes do vetor u e a partir do intervalo
Ik = [uk,min uk,max] de valores de entrada fisi-
camente posśıveis de serem aplicados em um inter-
valo de tempo 4t, um vetor com três valores uk1,
uk2 e uk3, onde uk1 = uk,min, uk2 =

uk,min+uk,max

2
e uk3 = uk,max. Tal tarefa é executada pela fun-
ção InterpolaEntradas (linha 4).

Em seguida, é realizada uma combinação das
k componentes do vetor u, a fim de gerar as pri-
mitivas de movimento. Como cada componente
possui três valores diferentes, são geradas 3k com-
binações. Tal tarefa é executada pelo função
CombV alores (linha 5).

Posteriormente (linhas 7-11), as primitivas de
movimento são calculadas pela função RK4, atra-
vés de integração numérica, e os respectivos cus-
tos de navegação em relação a pf são calculados



pela função Custo. Avalia-se, então, se as primi-
tivas geradas causam colisão, através da função
ChecaColisao.

Inicia-se, então, o cálculo da influência de
cada ukx na qualidade das 3k−1 primitivas que
ajudou a gerar (linhas 13-16). Tal qualidade é
avaliada quanto ao número de colisões e ao custo
de cada primitiva gerada. Assim, para cada com-
ponente do vetor u, são calculadas as influências
nos custos (ICusto) e nas colisões (IColisao). O
primeiro valor é a soma dos custos das 3k−1 pri-
mitivas, calculado pelo função InfCusto. O se-
gundo valor é o número de primitivas, dentre as
3k−1 primitivas, que não geram colisão com obs-
táculos, calculado pela função InfColisao.

Depois, inicia-se uma avaliação das variáveis
ICusto e IColisao (linhas 19-23) utilizando a fun-
ção Condicao, com o intuito de eliminar os valores
uk1 ou uk3 que pior contribuam para a obtenção
da primitiva de menor custo e livre de colisões.

Para avaliar qual dos dois valores uk1 e uk3
é mais promissor, avalia-se os valores de ICusto
e IColisao de cada um. Analisando-se os valores
uk1 e uk3, escolhe-se como mais promissor aquele
que possuir menor ICusto e possuir juntamente
com uk2 pelo menos uma primitiva gerada livre
de colisões. O valor menos promissor é eliminado.
Por exemplo, se uk1 se mostrar mais promissor na
obtenção de uma melhor solução que uk3, então
Intervalo = [uk1 uk2] e Flag = 1.

Se ambos possúırem o mesmo ICusto, o mais
promissor é determinado como aquele que possuir,
juntamente com uk2, maior número de primitivas
livres de colisão. Se ainda assim houver empate,
escolhe-se aleatoriamente entre uk1 e uk3 qual será
eliminado. Aquele que, juntamente com uk2, esti-
ver com todas as primitivas em colisão é eliminado
e, caso ambos sejam eliminados, significa que para
tal entrada uk, nenhum dos três valores ukx é ca-
paz de produzir uma primitiva livre de colisão.
Em tal caso, Intervalo = NULL e Flag = 0, en-
cerrando a execução dos laços das linhas 3 e 19,
além de fazer o algoritmo retornar a ausência de
solução (linhas 19-31).

Havendo solução para todos uk, caso Fim >=
1 e Flag == 1, executa-se o laço iniciado na li-
nha 3 até que este seja encerrado, reduzindo-se
assim, a cada iteração, o intervalo de busca e
melhorando-se a qualidade da solução.

Tal avaliação é realizada pela função
MelhorPrim (linha 28), onde são avaliadas as
primitivas geradas que não tiveram nenhum de
seus valores ukx eliminados. Aquela primitiva
de menor custo dentre estas últimas e que não
estiver em colisão é selecionada pela função, que
retorna para a função principal, a primitiva e as
respectivas entradas de controle. Tais dados são,
então, retornados pelo algoritmo.

Algoritmo 1: Geração de Primitivas
por Eliminação

1: Fim← n
2: Flag ← 1
3: enquanto (Fim >= 1) e (Flag == 1) faça
4: Interp← InterpolaEntradas(Intervalo)
5: Comb← CombV alores(Interp)
6:

7: para i ← 1 até 3k faça
8: Prim(i)← RK4(Comb(i),4t, pi)
9: CostPrim(i)← Custo(Prim(i), pf )

10: Colisao(i)← ChecaColisao(Prim(i))
11: fim para
12:

13: para i ← 1 até k faça
14: ICusto(i)← InfCusto(CostPrim, i)
15: IColisao(i)← InfColisao(Colisao, i)
16: fim para
17:

18: a← 1
19: enquanto ((Flag == 1) ou (a ≤ k)) faça
20: [Intervalo(a) Flag] ←

Condicao(ICusto(a), IColisao(a))
21: a← a+ 1
22: fim enquanto
23:

24: Fim = Fim− 1
25: fim enquanto
26:

27: se (Flag 6= 0) então
28: devolve MelhorPrim(Intervalo)
29: senão
30: devolve NULL
31: fim se

5 Resultados

As simulações apresentadas foram realizadas uti-
lizando o software Matlabr, em um computador
com processador Core i7, 3.40GHz e 8Gb de me-
mória RAM.

O modelo cinemático-dinâmico utilizado para
o robô teve como base o trabalho de (Monet,
2003). As entradas do sistema são a velocidade
v e o ângulo de esterçamento φ, ambos com varia-
ção linear no tempo e mesmo número de amos-
tras. Os estados do sistema são definidos por
X = [x y θ]′, onde (x, y) é a posição do robô e θ
é a orientação do mesmo. Para realizar a integra-
ção das equações cinemáticas e dinâmicas do robô,
utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta
ordem, como mostrado em (Pepy et al., 2006). O
custo de cada primitiva gerada é avaliado em re-
lação à distância da configuração gerada a partir
da primitiva e da configuração final xf desejada
para o robô.



(a)

(b)

Figura 1: Gráfico do aumento do tempo computacional em função do número de iterações n realizadas,
comparando-se o método tradicional, proposto e aleatório. (a) Gráfico para estados onde todas as
primitivas geradas estão livres de colisão. (b) Gráfico para estados onde todas as primitivas geradas
causam colisão.

5.1 Avaliação do custo computacional

Na Figura 1(a), pode-se avaliar o custo computa-
cional médio versus o número de iterações n do al-
goritmo proposto, comparando-se o algoritmo pro-
posto, o algoritmo aleatório e o algoritmo tradici-
onal de geração de primitivas e, na Tabela 1, são
mostrados os desvios padrão. Em tal simulação,
nenhuma das primitivas geradas pelos três algorit-
mos geravam colisão com obstáculos, visando-se
avaliar o custo dos algoritmos para tais situações.
Cada um dos três algoritmos foi executado 100 ve-
zes. Na simulação, foi obtido o tempo médio da
geração de primitivas por cada método a partir de
um estado inicial. Para o cálculo da função custo,
foi estipulada uma configuração pf aleatória de
destino.

Inicialmente, para a divisão de cada entrada
em 3 amostras (n = 1), o algoritmo proposto
mostrou-se aproximadamente 1,25 e 1,66 vezes

Tabela 1: Desvios padrão em ms dos métodos tra-
dicional, aleatório e proposto de geração de primi-
tivas, obtidos a partir da simulação mostrada na
Figura 1(a).

Método n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

Tradicional 3,3 1,3 2,0 5,8 32,8
Aleatório 0,3 0,7 1,8 2,5 5,3
Proposto 1,2 1,0 1,1 2,6 1,6

mais custoso que os métodos tradicional e aleató-
rio, respectivamente. Quando o número de amos-
tras por entrada passa a ser igual a 5 (n = 2), o al-
goritmo proposto já se mostra menos custoso que o
algoritmo tradicional e aproximadamente 2% mais
custoso que o método aleatório.

Avaliando-se 33 amostras (n = 5) por en-
trada, percebe-se que os algoritmos tradicional e
aleatório apresentaram-se aproximadamente 21,3
e 19,5 vezes mais custosos que o algoritmo pro-



posto, respectivamente. Isto nos mostra que,
considerando-se a variação da variável n de 1 à
5, enquanto o número de amostras por entrada
foi multiplicada por 11, o custo computacional
do método tradicional e do aleatório aumentaram,
respectivamente, aproximadamente 104,6 e 127.3
vezes. Enquanto isso, o algoritmo proposto au-
mentou o seu custo computacional em aproxima-
damente 3.95 vezes.

Ao analisar-se o aumento do custo computa-
cional em função de n, percebe-se que o algoritmo
tradicional e o aleatório necessitam de um custo
computacional crescente aparentemente exponen-
cialmente em relação à n, enquanto o método pro-
posto mostra uma variação aparentemente cons-
tante.

Na Figura 1(b), realiza-se uma simulação para
estados iniciais onde todas as primitivas de movi-
mento geradas resultassem em colisão. Tal simula-
ção visa avaliar os custos computacionais dos casos
em que o robô realizará a expansão de primitivas
e nenhuma delas estará livre de colisões. Na ta-
bela 2, são mostrados os desvios padrão referentes
à simulação. Os algoritmos tradicional e aleatório
necessitam sempre checar todas as primitivas de
movimento quanto ao custo e colisão, enquanto
o algoritmo proposto checa apenas as primitivas
geradas na primeira iteração.

Tabela 2: Desvios padrão em ms dos métodos tra-
dicional, aleatório e proposto de geração de primi-
tivas, obtidos a partir da simulação mostrada na
Figura 1(b).

Método n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
Tradicional 3,6 3,5 1,5 84,2 29,7

Aleatório 0,4 0,6 1,1 2,5 4,1
Proposto 0,78 0,33 0,47 0,38 0,38

Pode-se notar pelo gráfico que o custo com-
putacional mantém-se praticamente constante no
algoritmo proposto. Isso ocorre visto que o al-
goritmo proposto realiza apenas a sua primeira
iteração e, ao constatar que todas as primitivas
geradas geram colisão, considera que não há pos-
sibilidade de locomoção, retornando a ausência de
uma solução sem necessitar executar as demais ite-
rações. Neste caso, quando n = 5, os algoritmos
tradicional e aleatório são, respectivamente, apro-
ximadamente 110.65 e 111.03 vezes mais custosos
computacionalmente que o algoritmo proposto.

Ou seja, em estados onde não haja possibili-
dade de movimentos sem gerar colisão, para n = 5
e k = 2, enquanto os algoritmos tradicional e ale-
atório gerarão todas as 1089 primitivas de movi-
mento, calculam os custos de cada uma e verifi-
cam que todas estão colidindo com obstáculos, o
algoritmo tradicional gera apenas 9 primitivas e
verifica que já para as 3 amostras da primeira en-
trada, não há solução livre de colisão, retornando,
assim, a ausência de uma primitiva livre de colisão

para o problema.

5.2 Análise dos custos de navegação

A fim de comparar as soluções obtidas (primiti-
vas retornadas) pelo algoritmo proposto em rela-
ção ao algoritmo tradicional, foram gerados 100
ambientes aleatoriamente, cada um com 3 obstá-
culos em formato circular. Para cada ambiente
foram gerados aleatoriamente 100 estados iniciais
e 100 estados finais para o robô, independente de
ambos estarem ou não em colisão com obstácu-
los. Em seguida, para cada par de estado inicial
e final gerado, eram expandidas as primitivas de
movimento a partir do estado inicial em direção
ao final e obtidas as primitivas de movimento e os
custos de navegação provenientes da utilização de
cada um dos dois métodos. Para fins computacio-
nais, definiu-se o número de iterações como sendo
n = 2, o que gera 5 amostras para cada entrada
do método tradicional.

Os resultados obtidos podem ser vistos na Ta-
bela 3. Dos 10.000 casos de expansões de pri-
mitivas realizadas por cada método, 2.019 casos
não apresentavam solução através de nenhum dos
dois métodos. Em 7.981 casos, havia solução para
pelo menos um dos métodos. Em 54 casos, o mé-
todo tradicional encontrou uma solução, enquanto
o método proposto não encontrou nenhuma, o que
equivale a aproximadamente 0,68% dos casos com
solução. Em 7.217 casos, ambos algoritmos obti-
veram a mesma solução, o que equivale a aproxi-
madamente 90,43% dos casos com solução, con-
tudo, o método proposto apresentou custo com-
putacional menor que o método tradicional. Em
710 casos, ambos algoritmos encontraram solução
para o problema, porém, soluções diferentes. Isto
equivale a aproximadamente 8,90% dos casos com
solução.

Nos casos em que ambos os métodos divergi-
ram na solução, verificou-se que a média das ra-
zões entre o custo de navegação obtido através do
método tradicional com o obtido pelo método pro-
posto foi de aproximadamente 99.95%, com desvio
padrão de aproximadamente 0.3%.

O mesmo teste foi realizado novamente, con-
tudo, comparando-se o algoritmo proposto e o al-
goritmo aleatório. Dos 10.000 casos, 2.044 casos
não apresentavam solução através de nenhum dos
dois métodos. Em 7 casos, apenas o algoritmo
proposto encontrou uma solução. Em 33 casos,
apenas o algoritmo aleatório encontrou uma solu-
ção. Nos 7.916 casos restantes, ambos algoritmos
encontraram uma solução, sendo que a média das
razões entre o custo de navegação obtido pelo mé-
todo proposto e aqueles obtidos pelo método alea-
tório foi de aproximadamente 99,75%, com desvio
padrão de aproximadamente 0,47%.



Tabela 3: Comparativo do método tradicional versus método proposto das soluções obtidas.

Método tradicional x Método proposto

Casos analisados nas simulações
Número de
simulações

Porcentagem em
relação ao total
de simulações

Porcentagem em
relação aos casos

com solução
Casos onde ambos métodos não

encontraram solução
2.019 20,19 -

Casos onde apenas o método
tradicional encontrou uma solução

54 0,54 0,68

Casos onde ambos métodos
encontraram a mesma solução

7.217 72,17 90,43

Casos onde Ambos métodos
encontraram soluções diferentes

710 7,1 8,9

6 Conclusões

No presente trabalho foi proposto um algoritmo
de geração de primitivas de movimento baseado
no método de otimização por eliminação. Tal al-
goritmo foi comparado com os métodos tradicional
e aleatório de geração de primitivas de movimento.
Foi mostrado que o algoritmo proposto conse-
gue gerar soluções com custo computacional me-
nor que os métodos tradicional e aleatório. Além
disso, o método proposto apresentou, na maioria
dos casos, soluções com o mesmo custo que o mé-
todo tradicional. Futuramente, pretende-se reali-
zar um estudo do aumento da complexidade com-
putacional do algoritmo proposto quando o nú-
mero de entradas aumenta e aplicar tal método
em algoritmos de planejamento de trajetória.
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