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Abstract— This present article aims to apply and compare linear and nonlinear control techniques in attitude
stabilization of a quadricopter. At first, is presented a aircraft dynamic model for simulation and control of the
system. Based on dynamic model, the control techniques are used to design the controllers. Three different
controllers were designed: a PID controller, a LQR controller and a backstepping controller. At the end, the
simulation results and real implementation of controllers in quadricopter are presented.
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Resumo— O presente artigo tem como objetivo aplicar e comparar técnicas de controle lineares e não lineares
no controle de estabilidade de um quadricóptero. Inicialmente, apresenta-se um modelo dinâmico da aeronave
para a simulação e controle do sistema. Com base no modelo dinâmico, as técnicas de controle são utilizadas
para projetar os controladores. Três diferentes controladores foram projetados: um controlador PID, um con-
trolador LQR e um controlador utilizando a técnica Backstepping. Por fim, os resultados das simulações e da
implementação real dos controladores no quadricóptero são apresentados.

Palavras-chave— Quadricóptero, Controle de Estabilidade, Robótica aérea/autônoma.

1 Introdução

O desenvolvimento de Véıculos Aéreos Autôno-
mos Não-Tripulados (VAANTs), do inglês Au-
tonomous Unmanned Aerial Vehicles (AUAVs),
vem crescendo nos últimos anos impulsionado
pelos avanços tecnológicos, principalmente, nas
áreas de microprocessadores, sensores e telecomu-
nicações. Um VAANT se caracteriza pela ope-
ração independente da presença humana em seu
interior (Não-Tripulado) e por possuir a capaci-
dade de tomar decisões sem intervenção externa
(Autônomo).

O vasto campo de aplicações em mercados ci-
vis e militares e a possibilidade de diminuição de
custos operacionais incentiva o financiamento de
projetos relacionados com VAANTs.

Dentro deste contexto, o projeto em que este
trabalho está inserido tem como finalidade o de-
senvolvimento de uma aeronave autônoma capaz
de realizar vistorias em subestações elétricas, li-
nhas de transmissão e isoladores. Logo, deverá ser
capaz de amostrar diversas informações em situa-
ção de voo fixo em uma posição acima das unida-
des vistoriadas à uma distância mı́nima necessária
para sua segurança e a do sistema elétrico além
de garantir a qualidade dos dados. Em situações
desta natureza, um modelo de aeronave indicado
seria a do quadricóptero, por possuir grande es-
tabilidade e precisão de manobras. Contudo, essa
escolha representa um problema de controle.

O objetivo deste artigo é comparar técnicas
de controle (lineares e não lineares) de baixo ńıvel
para garantir a estabilidade e segurança da aero-

nave em situações adversas. Para tal, é necessário
compreender e dominar a dinâmica do quadricóp-
tero para aplicar as técnicas de controle adequa-
das. Algumas técnicas são exploradas. Em pri-
meiro lugar, dois controladores lineares, um Pro-
porcional Integral Derivativo (PID) (Hoffmann
et al., 2007), (Rawashdeh et al., 2009), (Pounds
et al., 2006) e um Regulador Linear Quadrático
(LQR) (Bouabdallah et al., 2004) são empregados
por meio de um modelo simplificado. Em segundo
lugar, a técnica de controle não linear backstep-
ping (Adigbli et al., 2007), (Al-Younes and Jar-
rah, 2008), (Bouabdallah and Siegwart, 2005),
(Dikmen et al., 2009) é aplicada.

Este trabalho está estruturado da seguinte
forma: A Seção 2 apresenta o modelo dinâmico do
quadricóptero. A Seção 3 é dedicada ao projeto
dos controladores de estabilidade. Os resultados
teóricos e práticos dos controladores são mostra-
dos na Seção 4. Por fim, na Seção 5, as conclusões
sobre o trabalho são apresentadas.

2 Modelagem do Sistema

Nesta seção as expressões da dinâmica de um
corpo ŕıgido são apresentadas. As expressões ob-
tidas são gerais para qualquer corpo ŕıgido, porém
são usadas notações e sistema de coordenadas que
são mais t́ıpicos na literatura de aeronáutica. A
Figura 1 apresenta o quadricóptero desenvolvido
para este trabalho.

Define-se i como o referencial inercial e b como
o referencial fixo ao corpo, conforme Figura 2.



Figura 1: Quadricóptero desenvolvido.

Figura 2: Referencial inercial e referencial fixo ao
corpo.

As posições lineares (pn, pe, h) do quadricóp-
tero são dadas no referencial inercial, enquanto
que suas velocidades lineares (u,v,w) são dadas
em relação ao referencial fixo ao corpo. Do mesmo
modo, os ângulos de Euler (φ (roll), θ (pitch) e ψ
(yaw)) e as velocidades angulares (p,q,r) são defi-
nidas em relação a diferentes sistemas de coorde-
nadas.

A lei de Newton aplicada ao movimento trans-
lacional é dada por

m
dv

dti
= f (1)

onde v a velocidade do quadricóptero, m é sua
massa, f a força total aplicada e d

dti
é a derivada

no tempo no referencial inercial.

Para o movimento rotacional, a segunda lei de
Newton diz que

dh

dti
= m (2)

onde h é o momento angular e m é o torque apli-
cado.

Cada motor do quadricóptero produz uma
força F e um torque τ , como mostrado na Figura
3.

Figura 3: Definição das forças e torques que atuam
sobre o quadricóptero

O total de forças agindo sobre o quadricóptero
é dado por

F = Ff + Fr + Fb + Fl (3)

onde f = front, r = right, b = back e l = left.
O torque de rolamento (roll) é produzido pelas
forças dos motores da direita e esquerda como

τφ = ` (Fl − Fr) (4)

De maneira similar, o torque de arfagem
(pitch) é produzido pelas forças dos motores tra-
seiro e dianteiro

τθ = ` (Ff − Fb) (5)

Devido à terceira lei de Newton, o arrasto
dos propulsores produzem um torque de guinada
(yaw) no corpo do quadricóptero. A direção do
torque é oposta à direção de movimento do pro-
pulsor. Portanto, o torque de guinada total é dado
por

τψ = τr + τl − τf − τb (6)

A sustentação e o arrasto produzido pelos pro-
pulsores é proporcional ao quadrado da velocidade
angular. Assume-se que a velocidade angular é di-
retamente proporcional ao comando de largura de
modulação de pulso (PWM) enviado ao motor.
Portanto, a força e o torque de cada motor pode
ser expressa como

F∗ = k1δ∗ (7)

τ∗ = k2δ∗ (8)

onde k1 e k2 são constantes que precisam ser de-
terminadas experimentalmente, δ∗ é o sinal de co-
mando do motor, e ∗ representa f,r,b e l.

O modelo de seis graus de liberdade para a
dinâmica do quadricóptero (Beard, 2008) é dada
por


ṗn

ṗe

ḣ

=


cθcψ sφsθcψ−cφsψ cφsθsψ+sφcψ

cθsψ sφsθsψ+cφcψ cφsθsψ−sφcψ

sθ sφcθ cφcθ




u

v

w

 (9)


u̇

v̇

ẇ

=


rv−qw

pw−ru

qu−pv

+


−mg sin θ

mg cos θ sinφ

mg cos θ cosφ

+ 1
m


0

0

−F

 (10)


φ̇

θ̇

ψ̇

=


1 sinφ tan θ cosφ tan θ

0 cosφ − sinφ

0 sinφ
cos θ

cosφ
cos θ




p

q

r

 (11)


ṗ

q̇

ṙ

=


Jy−Jz
Jx

qr
Jz−Jx
Jy

pr
Jx−Jy
Jz

pq

+


1
Jx
τφ

1
Jy
τθ

1
Jz
τψ

 (12)

onde cφ
∆
= cosφ, sφ

∆
= sinφ, g é a gravidade e J

é o momento de inércia. Os momentos de inércia
do quadricóptero são calculados assumindo uma
esfera maciça no centro com massa M e raio R,



e massas pontuais de massa m localizadas a uma
distância ` à partir do centro.

Adotando algumas simplificações (Beard,
2008), o modelo dinâmico do quadricóptero pode
ser reescrito como

p̈n = − cosφ sin θ
F

m
(13)

p̈e = sinφ
F

m
(14)

ḧ = g − cosφ cos θ
F

m
(15)

φ̈ =
1

Jx
τφ (16)

θ̈ =
1

Jy
τθ (17)

ψ̈ =
1

Jz
τψ (18)

3 Controle do Sistema

Nesta seção os controladores utilizados na estabili-
zação do quadricóptero são projetados e ajustados
para cada técnica de controle e na Seção 4 são ava-
liados em simulação e implementados na aeronave
para obter resultados experimentais.

As técnicas de controle utilizadas são: PID,
apresentada na Subseção 3.1, LQR, apresentada
na Subseção 3.2 e por fim, Backstepping, apresen-
tada na Subseção 3.3.

3.1 PID

O modelo do sistema que se deseja controlar é
dado pela Equação (16) que representa a equa-
ção de movimento para o ângulo φ. A Equação
(19) representa o modelo do sistema em Laplace.

φ(s) =
1/Jx
s2

τφ(s) (19)

A entrada do sistema é o torque gerado pelos
motores direito e esquerdo e a sáıda do sistema é
o ângulo φ gerado por esse torque.

Considerando que o torque é dado por τφ =
`(Fl−Fr) e que a força é diretamente proporcional
ao comando PWM tal que F = k1δ, então o torque
torna-se

τφ = `(k1δl − k1δr) = 2`k1∆δφ (20)

onde ∆δφ = (δl − δr)/2 é a variação de comando
calculada pelo controlador que será somada ao
motor esquerdo e diminúıda no motor direito.

Substituindo o torque do sistema apresentado
na Equação (19) pelo calculado na Equação (20),
o sistema torna-se

φ(s) =
bx
s2

∆δφ(s) (21)

sendo

bx =
2`k1

Jx
(22)

Os valores de b, J e k dependem das caracte-
ŕısticas da aeronave utilizada. Para o quadricóp-
tero utilizado neste trabalho bx vale 0,77.

O controlador PID que se deseja projetar
terá como função calcular a variação de comando
PWM necessária para regular o ângulo φ em um
ângulo desejado. A equação de controle é dada
por

∆δφ = kpφ(φd−φ)−kdφ φ̇+kiφ

∫ t

0

(φd−φ)dt (23)

onde φd é o ângulo de referência.
O projeto do controlador PID consiste em

ajustar os ganhos kp, ki e kd. Os ganhos kp, ki
e kd são calculados usando o método Successive
Loop Closure (Beard and McLain, 2012). Para
escolher kp utiliza-se a equação kp = umax/emax,
onde umax corresponde ao maior valor posśıvel de
∆δφ e emax ao valor máximo do erro. Como o
valor mı́nimo de comando PWM para os motores
é 1150µs e o valor máximo de comando é 1850µs,
então o ∆δφ máximo será de 700µs. Limitando o
ângulo mı́nimo em −50o e o ângulo máximo em
50o, então emax será de 100o. Logo

kp =
700

100
= 7 (24)

Para selecionar kd, fixa-se o valor de kp e
considera-se ki = 0. A função de transferência
de malha fechada do sistema torna-se

φ

φd
=

kpbx
s2 + kdbxs+ kpbx

(25)

Comparando os coeficientes do polinômio do
denominador da função de transferência de malha
fechada do sistema da Equação (25) e a função
de transferência canônica do sistema de segunda
ordem, tem-se

ωn =
√
kpbx =

√
7 · 0,77 = 2,32 Hz (26)

kd =
2ζωn
bx

=
2 · 0,8 · 2,32

0,77
= 4,8 (27)

O ganho kd é selecionado para alcançar um
coeficiente de amortecimento ζ de 0,8.

Para selecionar ki, a equação caracteŕıstica do
sistema de malha fechada é escrita na forma de
Evan como

1 + ki
bx

s3 + kdbxs2 + kpbxs
= 0 (28)

Utilizando o método de lugar das ráızes é pos-
śıvel encontrar um valor para ki de forma que o
coeficiente de amortecimento do sistema perma-
neça próximo de 0,8. O valor escolhido é ki = 0,5.

Os ganhos obtidos para o controlador PID
são: kp = 7, ki = 0,5 e kd = 4,8.



O projeto feito para o controle do ângulo φ
pode ser refeito para o controle do ângulo θ mu-
dando apenas a constante bx para by = 2`k1/Jy e
alterando as respectivas nomenclaturas.

3.2 LQR

Reescrevendo a equação de movimento para o ân-
gulo φ na forma de espaço de estados e substi-
tuindo a entrada do sistema para comando PWM
ao invés de torque, tem-se

f(x,u) =

[
φ̇

φ̈

]
=

[
0 1
0 0

] [
φ

φ̇

]
+

[
0
bx

]
∆δφ

(29)
onde bx = 2`k1/Jx.

Sendo

A =

[
0 1
0 0

]
e B =

[
0
bx

]
(30)

Para projetar esse controlador utiliza-se um
regulador linear quadrático (LQR), onde o ob-
jetivo é determinar a matriz K, tal que u =
−Kx, para minimizar o ı́ndice de desempenho
J = 1

2

∫∞
0
xTQx + uTRudt, garantindo que o es-

tado x(t) vá para o equiĺıbrio.
Para encontrar K deve-se selecionar a matriz

Q e R positivas definidas. Uma das maneiras de
escolher essas matrizes é utilizando a regra de Bry-
son (Oral et al., 2010) tal que

Qii =
1

(max(xi))2
i ∈ {1,2, · · · ,n} (31)

Rjj =
1

(max(uj))2
j ∈ {1,2, · · · ,m} (32)

sendo Q e R diagonais.
As matrizes Q e R para o sistema em questão

são escolhidas como

Q =

[
1

1002 0
0 1

10002

]
e R =

[
1

7002

]
(33)

onde xmax1 = (50◦ − (−50◦)) = 100◦, xmax2 =
(500◦/s− (−500◦/s)) = 1000◦/s e umax = 700

A matriz K encontrada utilizando o comando
do Matlab lqr(A,B,Q,R) foi

K =
[

7,0 4,3
]

(34)

A entrada de controle u é então dada por

u = −
[

7,0 4,3
] [ φ

φ̇

]
(35)

Observe que, para atingir o equiĺıbrio do sis-
tema em um estado diferente de zero, deve-se
acrescentar ao estado do sistema o estado dese-
jado da seguinte forma

x =

[
x1 − xd1
x2 − xd2

]
(36)

O valor desejado para a posição angular é φd

e para a velocidade é zero, sendo assim, a entrada
de controle u torna-se

u = −
[

7,0 4,3
] [ φ− φd

φ̇

]
(37)

Os ganhos obtidos para o controlador LQR
são: k1 = 7 e k2 = 4,3.

3.3 Backstepping

O modelo não linear do sistema que se deseja con-
trolar é dado pela Equação (12). Assumindo que
os ângulos φ e θ são pequenos e substituindo a
entrada do sistema para comando PWM ao invés
de torque, como realizado para os controladores
anteriores, o modelo não linear escrito na forma
de espaço de estados torna-se



φ̇

φ̈

θ̇

θ̈

ψ̇

ψ̈


=


0 1 0 0 0 0

0 0 0
Jy−Jz
2Jx

ψ̇ 0
Jy−Jz
2Jx

θ̇

0 0 0 1 0 0

0 Jz−Jx
2Jy

ψ̇ 0 0 0 Jz−Jx
2Jy

φ̇

0 0 0 0 0 1

0
Jx−Jy

2Jz
θ̇ 0

Jx−Jy
2Jz

φ̇ 0 0




φ

φ̇

θ

θ̇

ψ

ψ̇



+


0 0 0 0 0 0

0 bx 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 by 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 bz




0

∆δφ

0

∆δθ

0

∆δψ


(38)

Para projetar esse controlador utiliza-se a téc-
nica conhecida como Backstepping. Para o pri-
meiro passo, considerando apenas o ângulo φ, o
erro do sistema é dado por

z1 = xd1 − x1 (39)

Usando o teorema de Lyapunov, a função de
Lyapunov escolhida deve ser positiva definida e
sua derivada no tempo negativa definida, sendo
está função dada por

V (z1) =
1

2
z2

1 (40)

Logo
V̇ (z1) = z1(ẋd1 − x2) (41)

A estabilidade de z1 é obtida através da in-
trodução de uma entrada de controle virtual x2

sendo
x2 = ẋd1 + α1z1 (α1 > 0) (42)

A Equação (41) se torna

V̇ (z1) = −α1z
2
1 (43)

Aplicando uma mudança de variável, tem-se

z2 = x2 − ẋd1 − α1x1 (44)



Para o segundo passo, considere a função de
Lyapunov dada por

V (z1,z2) =
1

2
(z2

1 + z2
2) (45)

Logo

V̇ (z1,z2) = z2

(
Jy − Jz
Jx

x4x6 + bxu1

)
− z2(ẍd1 − α1(z2 + α1z1))− z1z2 − α1z

2
1

(46)

A entrada de controle u1 é calculada consi-
derando ẍd1,2,3 = 0 e satisfazendo V̇ (z1,z2) < 0.
Então

u1= 1
bx

(
z1−

Jy−Jz
Jx

x4x6−α1(z2+α1z1)−α2z2
)

(47)

A Equação (46) torna-se

V̇ (z1,z2) = −α1z
2
1 − α2z

2
2 (48)

O termo α2z2 com α2 > 0 é adicionado para
estabilizar z2.

Substituindo z1 e z2 na Equação (47) tem-se

u1= 1
bx

(
(1+α1α2)(xd1−x1)− Jy−Jz

Jx
x4x6−(α1+α2)x2

)
(49)

Os mesmos passos podem ser realizados para
encontrar u2 e u3.

u2= 1
by

(
z3− Jz−JxJy

x2x6−α3(z4+α3z3)−α4z4
)

(50)

u3= 1
bz

(
z5−

Jx−Jy
Jz

x2x4−α5(z6+α5z5)−α6z6
)

(51)

onde

z3 = xd3 − x3 z4 = x4 − ẋd3 − α3z3 (52)

z5 = xd5 − x5 z6 = x6 − ẋd5 − α5z5 (53)

Dado que

β1 =
1 + α1α2

bx
β2 =

α1 + α2

bx

β3 =
1 + α3α4

by
β4 =

α3 + α4

by

os ganhos do controlador Backstepping são calcu-
lados utilizando um bloco de otimização de pa-
râmetros (Simulink) e são: β1 = β3 = 13,5 e
β2 = β4 = 7,7.

4 Resultados

Os controladores projetados são simulados (no
programa Simulink) e implementados em software
e testados em voo real. Uma mesma entrada é
aplicada em cada controlador para que se possa
comparar o desempenho de cada um.

4.1 Simulação

A entrada do sistema simulado, que corresponde
ao valor de referência do ângulo φ, é dada por um
degrau de amplitude 10◦ durante 7 s que se inicia
no instante t = 1 s. O tempo total de simulação
é de t = 15 s e a resposta do sistema é o ângulo
medido na sáıda. As Figuras 4a, 4b, 4c e 4d apre-
sentam os resultados simulados obtidos para cada
controlador.

4.2 Resultados Reais

A entrada do sistema, que corresponde ao valor
de referência do ângulo φ, é dada por um degrau
de amplitude 10◦ durante 14 s que se inicia no
instante t = 1 s. O tempo total de simulação é de
t = 15 s e a resposta do sistema é o ângulo medido
na sáıda. As Figuras 5a, 5b e 5c apresentam os re-
sultados reais obtidos para cada controlador. Por
questões de processamento, a frequência de amos-
tragem dos dados e a quantização são diferentes
para visualização (Figura 5) e para o controle.

Para comparar os resultados reais obtidos, o
erro médio quadrático (EMQ) entre o valor de re-
ferência e o valor medido do ângulo é calculado
para cada controlador. O EMQ é mostrado na
Tabela 1.

Técnicas de Controle EMQ
PID 0,9680
LQR 0,7310

Backstepping 0,5431

Tabela 1: Erro Médio Quadrático

5 Conclusões

Analisando a Tabela 1, o melhor resultado ocorre
para o controlador Backstepping. Pode-se atribuir
o bom desempenho desta técnica por se tratar de
uma técnica não linear em que não foi preciso sim-
plificar o modelo do sistema para aplicá-la. Além
disso, a lei de controle projetada leva em conside-
ração, não só o ângulo de interesse, mas também
os outros ângulos que influenciam na estabilidade
da aeronave.

Contudo, as técnicas lineares também apre-
sentam bons resultados. O que diferencia as téc-
nica de controle linear é o método de ajuste dos
ganhos. Todos os dois métodos de ajuste levam
em conta as caracteŕısticas do sistema, evitando
que o sinal de controle sature. Todavia, além de
levar em conta as caracteŕısticas do sistema, o con-
trolador LQR otimiza os ganhos do controlador.
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Figura 4: Sistema simulado para cada controlador

(a) PID (b) LQR (c) Backstepping
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