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Abstract— This paper aims at studying the stability of continuous-time switched linear systems with a control
law that uses only a static output feedback of the plant. The development of this paper is based on quadratic
Lyapunov functions, Linear Matrix Inequalities (LMIs) and Lyapunov-Metzler inequalities. A performance index,
guaranteed cost, is also specified in the design of controllers making the procedure more general. One example
show that the proposed method has an adequate performance even in situations when the matrices of the linear
subsystems are not Hurwitz.

Keywords— Switched Linear Systems, Quadratic Lyapunov Function, Output Feedback, Lyapunov-Metzler
Inequalities.
Resumo— Este artigo tem como objetivo o estudo de estabilidade de sistemas lineares chaveados continuos no

tempo, com uma lei de controle que utiliza apenas a realimentagao estdtica da saida da planta. O desenvolvimento
do artigo é baseado em fungdes de Lyapunov quadréticas, Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs, do inglés,
Linear Matriz Inequalities) e Desigualdades de Lyapunov-Metzler. Um indice de desempenho (custo garantido)
é especificado no projeto dos controladores tornando o procedimento mais geral. Um exemplo mostra que o
procedimento de projeto proposto tem um desempenho adequado inclusive em situagbes nas quais as matrizes

dos subsistemas lineares nao sao Hurwitz.

Palavras-chave—
Desigualdades de Lyapunov-Metzler.

1 Introducao

A anilise e projeto de sistemas chaveados tem re-
cebido grande atencao nas tltimas décadas, de-
vido principalmente ao fato de um melhor de-
sempenho global do sistema, além de suas ind-
meras aplicacoes em sistemas praticos tais como,
controle de sistemas mecanicos, controle de pro-
cessos, controle de aeronaves, indtstria automo-
tiva e eletronica de poténcia. Veja por exemplo em
(Cardim et al., 2009; Deaecto et al., 2010; Yoshi-
mura et al., 2013; Mainardi Junior et al., 2012b)
algumas aplicagoes de estrategias de controle no
projeto de conversores CC-CC.

Em geral, a ideia é projetar uma regra de
chaveamento adequada que seleciona a cada ins-
tante de tempo, um subsistema dindmico dentre
um determinado nimero de subsistemas disponi-
veis e ainda assegure a estabilidade assintética
com garantia de desempenho adequado (Geromel
and Colaneri, 2006; Decarlo et al., 2000; Sun and
Ge, 2005). Para maiores detalhes sobre siste-
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mas chaveados e suas aplicagoes, veja (Lin.
Antsaklis, 2009; Liberzon, 2003; Hespanha
Morse, 2002).

Baseado em fungoes de Lyapunov quadraticas
(Feron, 1996; Ji et al., 2005; Skafidas et al., 1999),
muitos autores tém proposto controladores que as-
seguram a estabilidade para a classe de sistemas
chaveados lineares. Em (Wicks et al., 1994), o pro-
blema de estabilidade para sistemas lineares cha-
veados foi estudado e mostrou-se a partir de uma
candidata a fungao de Lyapunov quadrética, que
a existéncia de uma combinacao convexa Hurwitz
(com todos autovalores com parte real negativa)
das matrizes dos subsistemas implica na existén-
cia de uma estratégia de chaveamento dependente
do vetor de estado que estabiliza o sistema linear
chaveado. Neste contexto, (Feron, 1996) propos
uma condigao necessaria e suficiente para a esta-
bilidade de sistemas lineares chaveados, além de
estender os resultados para o projeto de controla-
dores com realimentagao dinamica da saida.

Entretanto, a existéncia de problemas prati-



cos, nos quais o vetor y(t) € IRP é mais facil de se
obter do que o vetor de estado z(t) € IR", torna-
se interessante o projeto de uma regra de cha-
veamento que assegure a estabilidade assintética
para a classe de sistemas chaveados lineares, com
acesso somente & saida da planta. Em (Geromel
et al., 2008), condigoes de estabilidade, uma es-
tratégia de chaveamento e projeto de controle via
realimentacao dinamica da saida foram propostas
para uma classe particular de desigualdades ma-
triciais, denominada Lyapunov-Metzler. Mais re-
centemente, um nova estratégia de controle, consi-
derando disponivel somente a saida da planta
do sistema linear chaveado, foi apresentada em
(Mainardi Junior et al., 2012a). Veja (Deaecto
et al., 2011) para resultados considerando norma
H, no projeto de controladores via realimentagao
dindmica da saida e (Dong and Yang, 2007) para
outros importantes resultados.

A contribuicao principal deste artigo é a pro-
posta de novas condicoes de estabilidade e uma
nova estratégia de chaveamento dependente ape-
nas da saida da planta para a classe de siste-
mas lineares chaveados, baseados em inequagoes
de Lyapunov-Metzler descritas em (Geromel and
Colaneri, 2006). Um indice de desempenho (mi-
nimizac¢ao de um custo garantido) é considerado
a fim de tornar o procedimento de projeto mais
geral. Os autores demonstram que as novas condi-
¢Oes permitem encontrar uma solugao para o pro-
blema proposto, quando factivel, que nao depen-
dem do vetor A € A associado ao ponto de equili-
brio z. € R", além de um custo garantido menor.

A anilise de estabilidade foi reduzida a pro-
blemas descritos por LMIs (Boyd et al., 1994)
que, quando factiveis, sao facilmente resolvidas
por meio de ferramentas disponiveis na literatura
de programagao convexa, por exemplo (Gahinet
et al., 1995).

O artigo estd organizado da seguinte forma:
Na Secao 2, uma revisao de resultados disponi-
veis na literatura sobre estabilidade de siste-
mas chaveados ¢ apresentada (Geromel and Co-
laneri, 2006; Mainardi Jdnior et al., 2012a). Na
Secao 3, o resultado principal deste estudo: uma
nova condigao de estabilidade baseada em fungoes
de Lyapunov-Metzler e o projeto de uma estraté-
gia de controle, utilizando realimentagao estatica
da saida da planta para a classe de sistemas li-
neares chaveados, s@o propostos. Na Secao 4 um
exemplos ilustra a teoria desenvolvida neste ar-
tigo.

A notacdo usada é padrdo. Para matrizes
ou vetores reais (') indica o seu transposto. O
conjunto composto pelos primeiros N inteiros po-
sitivos, ou seja, {1,..., N} é denotado por IK. O
conjunto de todos vetores A = [A1 ... An]’ tais que
i ZO,iE{1,2,...,N}e)\1+)\2+...+/\N:1
é denotado por A. A combinagdo convexa de
um conjunto de matrizes {Ay,..., Ay} é deno-

tado por A, = Zf\il AiA;, sendo A pertencente
ao conjunto A.

2 Formulagao do problema

Considere o sistema linear chaveado definido na
forma de varidveis de estado (Geromel and Cola-
neri, 2006):

&(t) = Agx(t), x(0) = xo, (1)
y(t) = Cx(t), (2)

sendo que z(t) € R™ é o vetor de estado, y(t) €
IR? ¢é a saida de controle, o(t) é a lei de chavea-
mento, xo é a condicdo inicial e C € IRP*™ ¢ a
matriz de saida do sistema, constante para todo
t > 0. Supondo um conjunto conhecido de ma-
trizes A; € R™", para i = {1,...,N}, entdo a
regra de chaveamento o(t), é tal que

Ag(t) S {A17A2,...7AN}, (3)
sendo que A, ;) comuta instantaneamente de A;
para A; com, i # j, quando ocorrer a comutacao
de o(t) = i para o(t) = j. Desta forma, a matriz
Ag(t) é comutada entre os IV vértices do politopo
{Ai1,...,An}. Entdo, o problema de controle é o
seguinte:

Problema 1 Projetar uma estratégia de chavea-
mento, tal que o ponto de equilibrio x = 0 do sis-
tema linear chaveado (1) seja globalmente assin-
toticamente estdvel.

A seguir, um teorema importante descrito em
(Deaecto et al., 2010), o qual apresenta uma condi-
¢ao necessaria e suficiente para estabilidade qua-
dréatica de sistemas lineares chaveados, que serd
utilizado no desenvolvimento deste artigo, é apre-
sentado.

Teorema 1 (Deaecto et al., 2010) Considere o
sistema linear chaveado (1)- (3). Se existirem

A € A e uma matriz simétrica positiva definida
P e R™", tais que

A\ P+ PA, <0, (4)

para todo i € IK, entao a estratégia de chavea-
mento

= in(z' PA; 5
o(x) = argmin(s' PAsz), (5)
torna a origem x = 0 do sistema linear chaveado

(1), (2) um ponto de equilibrio globalmente assin-
toticamente estdvel.

Prova: A prova deste resultado utiliza uma fun-
¢ao de Lyapunov V(z) = z’Pxz. Veja (Deaecto
et al., 2010) para detalhes. O



Agora, suponha que o vetor de estado z(t) € R"
néo é disponivel, mas a saida y(¢) € IR é disponi-
vel para realimentacdao. Entdao o novo problema
de controle é o seguinte:

Problema 2 Determinar uma func¢ao u(.)
R? — {1,2,...,N} tal que a estratégia de cha-
veamento

o = u(y(t)), (6)
torne o ponto de equilibrio x = 0 do sistema
linear chaveado (1)-(3) globalmente assintotica-
mente estdvel e também satisfaca um certo indice
de desempenho, por exemplo um custo garantido.

Note que nao é considerada a estabilidade assinté-
tica de cada subsistema associado as matrizes do
conjunto {A;, Ag,..., Axy}. Uma solugdo para
este problema, considerando uma fungao de Lya-
punov quadratica com o seguinte indice de desem-
penho:

min/ 2 zdt = min/ o H'Hxdt, 2= Hzx,
ceK Jo ceK Jo
(7)

para H = C, é apresentada em (Mainardi Jinior
et al., 2012a).

Teorema 2 (Mainardi Junior et al., 2012a)
Considere o sistema linear chaveado (1)- (3) e su-
ponha que a saida y(t) € RP € disponivel. Se
existirem A € A, p > 0, matrizes simétricas
Qo € R™™, Q; € RP*?, i € K e uma matriz
simétrica positiva definida P € IR™™"™, tais que

P —pl, <0, (8)
PA; + A{P+ H'H < Qo+ C'Q:C, (9)
Qo+C'Q\C <0, (10)

para todo i € K, entao a estratégia de chavea-
mento

o(z) =arg g%l(y/Qiy), (11)

torna a origem x = 0 do sistema linear chaveado
(1)-(3) um ponto de equilibrio globalmente assin-
toticamente estdvel e o custo garantido

oo
J= min/ 2z dt < xyPxo < pryro, 2 = Hz
o€lK J
(12)
mantém-se, para x(0) = xo # 0.

Prova: Veja (Mainardi Junior et al., 2012a) para
maiores detalhes. g

O Teorema 2 nos fornece o seguinte problema de
otimizacao:

P>%)1’1fp>0 {p : (8)—(10) mantém-se Vi€ ]K}
(13)

Observacao 1 Note que para solucionar as
condigoes relacionadas aos Teoremas 1 e 2 € ne-
cessdrio especificar um vetor A € A, associado ao
ponto de equilibrio x = . = 0. Assim, dado um
valor de A € A, uma solucao factivel para a LMI
(9) € calculada.

Na préxima segao, a principal contribuicao deste
artigo é apresentada e condicbes suficientes ba-
seadas em fungoes de Lyapunov-Metzler, para o
controle do sistema linear chaveado, utilizando
uma estratégia de chaveamento dependente da
saida da planta, sao propostas. A motivacao para
o novo método de controle proposto é devido este
modelo permitir encontrar uma solucao, quando
factivel, para o problema de controle que nao de-
pende do vetor A € A. Os autores nao conhecem
resultados similares para este método no modelo
descrito em (1)-(3).

3 Controle de sistemas lineares
chaveados utilizando fungoes de
Lyapunov-Metzler

Considere o sistema linear chaveado (1)-(3), defi-
nido para todo t > 0. As condigoes de estabilidade
global sao obtidas adotando-se a seguinte funcao
de Lyapunov (Geromel and Colaneri, 2006):

v(z) = min ' Pix < 2’ Pyx, (14)

i€
sendo P;, i € IK matrizes simétricas positivas de-
finidas e A € A. Considere a classe de matrizes de
Metzler (veja (Geromel and Colaneri, 2006) para
maiores detalhes) denotada por M e composta por
todas as matrizes II € RV XY tais que

N
720, i#j e Y m=0, ijekK
j=1

(15)

Agora, o problema de controle é o seguinte:

Problema 3 Suponha que o wvetor de estado
z(t) € R™ € disponivel para realimentagdo. Pro-
jetar uma estratégia de chaveamento, tal que o
ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear cha-
veado (1)-(3) seja globalmente assintoticamente
estdavel e também satisfaca um indice de desem-
penho (12).

Uma solugao para o problema é descrita no teo-
rema a seguir (Geromel and Colaneri, 2006).

Teorema 3 (Geromel and Colaneri, 2006) As-
suma que existe Il € M e um conjunto de matrizes
simétricas positivas definidas {Py,..., Py} satis-
fazendo as sequintes desigualdades de Lyapunov-
Metzler
N
A;Pl + PA; + Z’R’jipj +H'H < 0,
j=1

(16)



para todo i € K, entdao a estratégia de chavea-
mento

t) = in 2z’ P; 17
o(a(t) = argmina’ P (17)
torna o ponto de equilibrio x = 0 do sistema

linear chaveado (1)-(3) globalmente assintotica-
mente estdvel e o custo garantido

oo
J = min 2'z dt < minz{ Pz
o€k Jo i€lK

< maX(méPixo) < prﬂnan (18)
iclK

mantém-se, para x(0) = xo # 0.

Prova: Veja (Geromel and Colaneri, 2006) para
maiores detalhes. O

Agora, suponha que o vetor de estado z(t) € R"
nao é totalmente disponivel, mas que o vetor de
saida y(t) € IRP é suposto disponivel para reali-
mentacao. Entao, o novo problema de controle
proposto é o seguinte:

Problema 4 Suponha que o wvetor de estado
y(t) € RP € disponivel para realimentagio. Pro-
jetar wma estratégia de chaveamento, tal que o
ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear cha-
veado (1)-(3) seja globalmente assintoticamente
estavel e também satisfaca um indice de desem-
penho (12), com base no Teorema 3.

Uma solugao para o Problema 4, é proposta no
teorema a seguir. As condigoes de estabilidade sao
baseadas na classe de matrizes de Metzler (veja
(Geromel and Colaneri, 2006) para maiores de-
talhes) denotada por M e na seguinte funcao de
Lyapunov:

— : / P /R — /P : /PZ
v(x) Erel}lrgx( +C'PClx=x SC+£I€1}II(1y Yy
<z'(P+C'P\O)z, (19)
sendo P e P;, i € IK matrizes simétricas e A € A.

Teorema 4 Considere o sistema linear chaveado
(1)-(3) e suponha que a saida y(t) € RP € disponi-
vel. Se existirem matrizes simétricas P € IR"*",
P, cIRP*?, i c K, p > 0 e uma matriz I1 € M
satisfazendo as sequintes desigualdades de Lyapu-
nov Metzler

P+ C'PC —pl, <0, (20)
P+C'PC >0, (21)
A(P+C'PC)+ (P+C'PC)A;

N
+) mi(P+C'PC)+ HH <0, (22)
j=1

para todo i € K, entao a estratégia de chavea-
mento

o(y(t)) =arg gg{l(y’ﬂyx (23)

torna a origem x = 0 do sistema linear chaveado
(1)-(3) um ponto de equilibrio globalmente assin-
toticamente estdvel e o custo garantido

J= min/ 2’z dt < minz((P + C'P,C)xg
seK Jo €K

< max (P + C'P,C)xo < pryluzo, (24)
K3

mantém-se, para x(0) = xg # 0.

Prova: Defina o conjunto I(z) = {i €
{1,2,...,N}/a'(P+C'P,C)x = v(x)}, sendo v(z)
dada em (19). Suponha que, para t > 0, de (23),
u(y(t)) = i, para algum ¢ € I(x). Entao, de (6),
o(t) = u(y(t)) = i. Assim, de (1)-(3), a derivada
de Dini a direita (Geromel and Colaneri, 2006) de
v(z) dada em (19) é a seguinte:

Dt (v(x)) = min (2’ P& + i’ Px)
1€1(z)
<a'(A}(P+C'PC) + (P+ C'PC)A)x
=a'(A(P+ C'P,C)+ (P+C'P,C)A;
+H'H)x —2'H' Hz. (25)

Relembrando que z(t)'Pjz(t) > z(t)Pz(t) e que
mj; > 0 para todo j # i € IK, de (22) e (15) tém-se
que:

N
Dt (v(z)) < =2’ Z m;i(P+ C'PjC)x — 'z
j=1
<—2'2<0, z=Hz, i e K. (26)

Visto que ©(z) < 0 para todo = # 0 e ©(0) = 0,
entao x = 0 é um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estdvel. Agora, integrando (26)
de zero ao infinito e sabendo que v(z) tende a
zero quando t — 0o, obtém-se (12). A prova do
Teorema 4 estd concluida. a

Observagao 2 Observe de (20)-(22), que as ma-
trizes P e P;, v € IK, solugao do Teorema 4 nao
dependem do vetor A € A associado ao ponto de
equilibrio x = x. = 0.

Outro ponto a ser levado em consideragao é que
as condicoes propostas pelo Teorema 4 nao exigem
nenhuma propriedade de estabilidade das matrizes
do conjunto {Aj,...,Axy} (Geromel and Cola-
neri, 2006). Como 7;; > 0 para ¢ # j, uma condi-
gdo necessdria para que a desigualdade (22) seja
factivel é que

T

(A; + ?In)’(P + C'PC)
+(P+C'PC)(A; + %In) <0, (27)
para todo ¢ € IK. Assim, sabendo que (P +
C'P,C) > 0emy; <0, para todo i € IK, a factibili-

dade de (27) ndo exige a estabilidade de nenhuma
das matrizes do conjunto {A;,..., Ax}.



O Teorema (4) nos fornece o seguinte pro-
blema de otimizagao:

inf
P>0, P;>0, p>0
(28)

4 Exemplo Tlustrativo

Nesta secao, um exemplo é utilizado para ilustrar
o método de controle proposto nesse artigo. O ob-
jetivo principal é avaliar a eficiéncia do método de
controle proposto pelos Teoremas 2 e 4. Os resul-
tados foram obtidos utilizando o software MAT-
LAB, por meio do solver LMIlab.

Este exemplo foi proposto em (Sun and
Ge, 2005). Considere o sistema linear chaveado
(1)—(3), definido pelas seguintes matrizes:

[ —2,1 1,4 5,9 ]

A =| -80 —-57 -02 |,
0,6 58 1,6
[ 1,0 —0,5 —2,8 ]
Ay=| 4,8 -50 1,1 ],
| 1,0 6,6 —2,1 |
100
con-[450] e

Note que os dois subsistemas sao instaveis.

Para \; = 0,37 e Ay = 0,63, do problema
de minimizacdo (13), relacionado ao Teorema 2
(Mainardi Junior et al., 2012a), uma solugédo ob-
tida foi p = 3, 68,

3,0340 —0,6038 0,9202
P=1] —0,6038 1,2769 —0,6743 |,

0,9202 —0,6743 1,1104
—1,2663 0,0000 1,9774

Oo=10*x | 0,0000 —0,0000 0,0000 |,
1,9774 0,0000 —0,5947
—0,6601 39,1120
Q1 — Q2=

39,1120 27,8292

e de (12) o custo guarantido J < 9,56. As tra-
jetérias das varidveis de estado x(t) € IR® em
funcao do tempo, para a condigao inicial zy =
[1,4435 —0,3510 0,6232), sdo ilustradas na Fi-
gura 1.

x(t)

3
Tempo (s)

Figura 1: Estados do sistema - Teorema 2.

{,0: (20)—(22) mantém-se Vi € ]K}

Agora, baseado na teoria de controle proposta
pelo Teorema 4 para sistemas lineares chaveados,
as condigoes que asseguram que o ponto de equili-
brio 2 = 0 de (1)-(3), (23) e (29) é globalmente
assintoticamente estdavel sao as seguintes:

(P+C'PC) >0, (30)
(P +C'P,C) >0, (31)
(P+ C'PC) — pl,, <0, (32)
(P +C'PC) — pl, <0, (33)
Al(P+C'PC)+ (P+C'PC)A

+7T21CI(P27P1)C+H/H<O, (34)
AY(P+ C'PC) + (P + C'PC) Ay

+m2C' (P, — P2)C + H'H < 0. (35)

Entao, para w2 = 1600 e m27 = 2900, do problema
de minimizagao (28), relacionado ao Teorema 4
proposto, uma solugao obtida foi p = 3,45,

92,8768 —0,0000  1,0734
P=10"x | —0,0000 0,0000 —0,0000 |,
1,0734 —0,0000 —3,7156
P p,— | 0,008 0,0086

0,0086 0,0053

e de (12) o custo guarantido J < 8,94. As tra-
jetérias das varidveis de estado z(t) € R?® em
funcao do tempo, para a condigao inicial g =
[1,4435 —0,3510 0,6232) sao ilustradas na Fi-
gura 2.

Tempo (s)

Figura 2: Estados do sistema - Teorema 4.

Observe das Figuras 1 e 2, que as respostas
para o sistema controlado foram praticamente
iguais. Entretanto o custo garantido obtido pelo
problema de minimizagao (28), Teorema 4, foi me-
nor que o obtido pelo problema de minimizagao
(13), relacionado ao Teorema 2. Este fato se deve
ao parametro m; > 0, i # j € IK, que concede
ao Teorema 4 condicoes menos conservadoras que
aquelas apresentadas pelo Teorema 2.

5 Conclusoes

Este estudo apresenta um método de projeto de
controle para sistemas lineares chaveados conti-
nuos no tempo utilizando somente um estratégia



de chaveamento que depende da saida da planta.
O projeto foi baseado em fungoes de Lyaponov-
Metzler e LMIs. Uma nova condi¢ao, que nao
depende do vetor A € A associado ao ponto de
equilibrio z, € IR™ foi obtida, e um indice de de-
sempenho, minimizagao de um custo garantido, foi
inserido tornando o procedimento de projeto mais
geral. A teoria desenvolvida é ilustrada através de
um exemplo e os resultados de simulacoes demons-
traram que, quando factivel, o teorema proposto
também apresenta um desempenho adequado.
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