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Resumo— Este artigo apresenta novas relaxagoes na forma de desidaalchatriciais lineares para a sintese de filtros nebulosos
de ordem completa com critérigfz para sistemas nebulosos Takagi-Sugeno discretos no temppaz@metros arbitrariamente
variantes no tempo. Embora apenas suficientes, as relaxé@giesseadas em matrizes polinomiais de grau arbitrario e pogdem
necer resultados progressivamente menos conservadoress eséricos aplicados em exemplos retirados da literdtistaaim

o melhor desempenho dos filtros projetados quando comparachofiittos independentes das variaveis premissas.

Palavras-chave— Sistemas nebulosos Takagi-Sugeno (T-S), DesigualdadewisiatLineares, Sistemas discretos no tempo,
Filtragem, Normas#

Abstract— This paper presents new linear matrix inequality relaxatifmm full order fuzzy.7# filter design for discrete-time
Takagi-Sugeno fuzzy systems with arbitrarily fast time-ugyparameters. Although only sufficients, the relaxatiomstased
on homegeneous polynomial matrices of arbitrary degree angroaide progressively less conservative results. Numieiesss
applied in examples borrowed from the literature illustthibetter performance of the proposed filters when compariters
independent of the premises variables.

Keywords— Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy systems, Linear Matrix InegigaljtDiscrete-time systems, Filtering/z Norm

1 Introducado utilizados. Esses métodos podem ser vistos como
extensbes de resultados mais gerais para a estabili-
Desde que o modelo Takagi-Sugeno (T-S) (Takagi edade robusta de sistemas discretos variantes no tempo
Sugeno, 1985) foi proposto, o interesse no estudo de(Daa'fouz e Bernussou, 2001; Lee, 2006).
sistemas nebulosos (em inglészzy systemisem au- E recente o estudo do problema de filtragem
mentado consideravelmente. Um dos principais mo-No contexto de sistemas nebulosos T-S discretos no
tivos é o fato de que os modelos T-S sdo capazes dé&mpo, tendo sido investigado principalmente conside-
representar de maneira eficiente sistemas néo-linearekando o critério de desempenbitt,. Abordagens ba-
complexos. Neste contexto, as desigualdades matriseadas em matrizes polinomiais homogéneas (Zhang
ciais lineares (LMIs, do inglénear matrix inequa- €t al., 2011) ou em variaveis dependentes de parame-
lities) e a teoria de Lyapunov tém sido utilizadas em tros (Zhang e Xia, 2009; Zhang et al., 2012) tém sido
grande parte dos métodos para a andlise de estabilittilizadas.
dade de sistemas nebulosos (Tanaka e Wang, 2001). Este artigo investiga o problema do projeto de fil-
Paralelamente, o problema de filtragem para sis-troS nebulosos com critério de desempen# para

temas lineares tem recebido muita atencdo nos ul-Sistemas nebulosos T-S discretos no tempo. Assume-
timos anos. Condigdes suficientes para a existén-S€ que as taxas de variagdo das funcées de pertinén-
cia de filtros robustos para sistemas lineares incer-Cia 80 arbitrarias. As condi¢des de projeto s&o for-
tos com critérios#% ou %, baseadas em LMIs apa- Muladas em termos de desigualdades matriciais linea-
receram primeiramente com estabilidade quadratica®s dependentes de parametros e a estabilidade do sis-
(Geromel, 1999; de Souza e Trofino, 2000; Gero- tema T-S em malha fechada é assegurada por fungdes
mel et al., 2000; Geromel e de Oliveira, 2001), fun- de Lyapunov afins dependentes de dois instantes su-
¢Bes de Lyapunov dependentes de parametros (Xi¢€ssivos de tempo. O filtro nebuloso T-S e as varia-
et al., 2004; Barbosa et al., 2005; Duan et al., 2006) Veis de folga dependentes de parametros s&o tratados
e, mais recentemente, com funcdes de Lyapunov confomMo polindmios homogéneos de grau arbitrario das
dependéncia polinomial de grau maior que um (Gao funcdes de pertinéncia. Testes numéricos aplicados
et al., 2008; Lacerda et al., 2011c). No contexto de €M exemplos retirados da literatura ilustram o melhor
sistemas variantes no tempo, embora a estabilidadél®sempenho dos filtros nebulosos projetados pelo me-
quadratica seja a mais utilizada para tratar variaggeg©do proposto quando comparados com filtros robus-
arbitrarias no caso continuo (Borges et al., 2008; La- {0s (independente das variaveis premissas).
cerda et al., 2011a), no caso discreto métodos base- O artigo é organizado da seguinte forma. A Se-
ados em fun¢des de Lyapunov dependentes de parégdo 2 apresenta os resultados preliminares. Os resul-
metros que podem levar em conta, ou ndo, os limitan-tados principais séo apresentados na Secdo 3. A Se-
tes dos parametros variantes (Borges et al., 2010; dedo 4 apresenta um experimento numeérico que ilustra
Souza et al., 2007; Lacerda et al., 2011b) podem seras vantagens do método proposto e a Secao 5 conclui



o artigo.

2 Resultados Preliminares

Considere a-ésima regra do modelo nebuloso do tipo
T-S (Tanaka e Wang, 2001) discreto no tempse;
1,...,N, dado por

A - SeelkéMile... eeqkéMiq

Entao
X1 = AiXic+ Briwi
Z¢ = CyiXi + D11iWi
Yk = Coixk + D21

@)

A variavelN representa o niumero total de regras nebu-

losas,M;ij, j =1,...,q, denotam conjuntos nebulosos

O objetivo é encontrar um filtro nebuloso T-S de
ordem completa dado por

Xty = At (M)Xg, + Bt (h)yk

(7)

fi = Cr (M)xs + D (h)yk
sendo ques, € R, n¢ = n, é o vetor de estados do
filtro e zr, € RP é o sinal estimado, tal que o sistema
dindmico associado ao erro de estimagae z — zy,
seja assintoticamente estavel e a not#aseja mini-
mizada. As matrizes do filtré\¢ (h), B¢ (h), C¢(h) e
D¢ (h) ttm dimensdes apropriadas e dependem do ve-
tor de funcdo de pertinéncla Definindo o sistema
aumentado

[:fkﬂ - {Bmﬁgg(h) Af(gm] m

e 6 = [Bu, B, .., Bgk| 0 vetor de varidveis premis-
sas. As funcdes de pertinéncia normalizadas s&o dadas n [ Bai(h) } Wi
por Bt (h)D2a(h)
Hi(6k) -
h(b) = e i=1...N (2 — [Cy(h) — Dt (h)Ca(h)  —Ci(h)] | 2
(80 =N 80 e=[Gu(h) ~De(NCah) ~Ci(h] | K
em que Li(6) = I_l?leij (6j), sendo o termo + [D11(h) — D¢ (h)D2g(h)] wi
Mij (8) o grau de pertinéncia d&x emM;j, e
comy, = [X X |, tem-se
< - ~ - ~
0=h(& Z\hl ) Kicr-1 = A(h)K + B(h)wi @®
comh;(6¢) € An, Yk > 0 e Ay é 0 simplex unitério, & = (M) + D(h)wh
dado por com
_ N. A 0 2nx2n
An = {oeR Zla.fl Gi>0,i=1, }(4) [th Ay €B
O sistema nebuloso T-S (1) pode ser reescrito B(h) = Br( GRZ””
comd Bt () DZl
X1 = A(h)x + By (h)w C(h) = [Ci(h) - )Co(h)  —Ci(h)] € RP*2"
¢ = C1(h)xc + D11 (h)wi 5) D(h) = [D1a(h) — 021(h)] € RPXT
Yk = Ca(h)X + D21(h)wi 9)
sendo que
3 Resultados Principais
(A(h),B1(h),Ca(h),D11(h),Co(h),D21(h))
N Primeiramente, uma desigualdade matricial que ga-
= Zlhi(ek) (Ai,B]_i,C]_i,Dj_]j,Czi,Dg]j) (6) rante a estabilidade do sistema aumentado composto
i=

com

A(h) e R™" By(h) € R™", Ci(h) € RP*",

D11(h) € RP*" Cy(h) € R¥" e Dyy(h) € R¥'

em quexx € R" representa o estaday € R" uma en-
trada externaz € RP a saida de referénciayg € RY
a saida medida.

As taxas de variagdes das fungdes de pertinén-quantoP(h™) =

pelo filtro mais o sistema T-S original, dado por (8), e
um limitante para a norma?; € apresentada em ter-
mos de matrizes de Lyapunov dependentes de para-
metros e variaveis de folga. Na sequéncia, restricbes
de estrutura sdo impostas nas variaveis de folga para
possibilitar a determinacéo do filtt# em termos de
LMls.

No Lema apresentado a seguth) = P(h(6))
€ a matriz de Lyapunov associada ao instanten-
P(h(6«:1)) € a matriz de Lyapunov

cia sdo consideradas como arbitrarias, implicando queassociada ao instanke- 1.

h(6k;1) é independente de6), e queh(-) pode va-

riar de maneira arbitrariamente rapida dentro do sim-| ema 1 O sistema discret(8) é assintoticamente es-

plex unitario.

Ipor simplicidade de notacdo, a dependéncia explicit®eén
omitida emh(6).

tavel com custo garantido#z dado porp > 0 se
existirem matrizes definidas positivaéhP= P(h)’ €
R?™2" e matrizes Eh) € R?™2" K(h) € R2™2N,



Q(h) € R"™?" e uma matriz simétrica Ih) € RP*P Bernussou, 2001), neste ca®é(-) pode ser restrita a

dependente de parametros tais §ue uma estrutura afim nos parametros, i.e.,
Tr(M(h)) < p?, 10 N
(M) <p (10) =5 hw, W) = Zrﬁw, hh' € Ay
{M(h) 53?3}>>°’ 1) i (16)

* (h) As matrizes do filtro nebuloso T-S aparecem nas
W(h)+0(h) >0, YheAy (12) desigualdades em uma forma néo linear. Para li-
nearizar as desigualdades do Lema 1 de modo que
com as variaveis de projeto do filtro possam ser obtidas

o(h) :diag<W(h+),—W(h),|r) (13) diretamente por mudancas de varidveis convencio-

nais, uma estrutura particular (Duan et al., 2006; Gao

e et al., 2008; Lacerda et al., 2011c) é imposta as matri-
zesK(h), E(h) e Q(h), dada por:

A(h'K(h)’ +K(h)A(h) N .
W)= | _ E(hA()—K(hy Ky = [ ART o (B K
B(h)’K(h)"+Q(h)A(h) ~ [Ka(h) AK | ~ [BEa(h) K]’
* Q(h) =[Qu(h) 0 (17)
_—E(h)—E(h) .
B(h)’E(h) — Q(h) sendo quek € R™" é uma matriz a ser determinada
. para o célculo do filtro &; e A, sdo escalares arbi-
. (14) trarios. Além disso, por conveniéncia, a maifizé
Q(h)é(h) + é(h)’Q(h)’ particionada em blocasx n como segue
Prova: Aplicando o complemento de Schur em (11) W(h) = {Wll(h)/ WlZ(h)} (18)
tem-seM(h) > C(h)W(h)~*C(h)’, e a desigualdade Waz(h)" Wez(h)

(10) garante qup? > Tr(M(h)), Vh € Ay.

Supondo que (12) é satisfeito, multiplicando por e adotam-se as seguintes mudancas de variaveis

T pela esquerda e pdr pela direita, com Ki(h) = KA (h), Kao(h) = KBf(h)
A I
T= [OI n ggg/ Ozl"”} (15) Com essa escolha particular para as variaveis de
Fx2n ' decis&o, condigdes LMI dependentes de pardmetros
tem-se que sdo suficientes para assegurar uma solugéo do

. Lema 1 podem ser obtidas de forma que as matrizes do
W(ht) — A(hyW(h)A(h) A( )W (h) (N) -0 filtro dependente de parametids(h), Bt (h), C¢(h) e
* [, —B(h)’W(h)B(h) D¢ (h) possam ser recuperadas. O Teorema a seguir

) _ expressa uma condi¢do suficiente para que exista uma
Aplicando o complemento de Schur e rearranjando 0Sgo|ucso para o Lema 1.

blocos, tem-se

w(ht) AhYW(h) 0 Teorgma 1Se exi;tjr uma matriz simétrica dgfinida

N W(h) W(hB(h) | >0 positiva Wh) part|C|0Anada como enf18), matrizes

. . | dependentes de parametrogh® K(h), E(h) como

em(17), M(h) € RP*P, K;(h) € R™", Ky(h) € R™9,

ou Ci(h) € RP*", p > 0 e escalares\, A, tais que as
~ LMIs (22) (topo da proxima pagina),
W)t Wih) AR 0 (22) (topo da p pagina)

T * W)=t B(h)|T>0 minTr(M(h)) < P2, (19)

* * I

complemento de Schur) qééh)P(h)A(h)' —P(ht)+ * Wi (h) Waz(h) | >0,
B(h)B(h)’ < 0 é verificada conP(h) =W(h)~%. = * * Woz(h)

O Lema 1 apresenta uma condicao suficiente para (20)
a estabilidade assintética do sistema (8), garantindoS€jam verificadas, entao
um limitante p para o critério de desempenhit?. _ .
Como os parametros podem variar arbitrariamente,Af(h) = K=Ky (h), By (h) = K™Kz (h),Cy (), Ds (h)
h(6) pode ser considerado como independente de _ . ! (21)

séo as matrizes do filtro nebuloso T-S que asseguram

h(6k.+1). Além disso, como discutido em (Daafouz e " N - ,
gue a fungéo de transferéncia de w para e é estavel,
20 simbolox indica blocos simétricos. com um custo garantidg# dado porp.

com T = diagW(h*),W(h),1), implicando (pelo [ M(h) Ci(h)—Ds(h)Ca(h) —Cs(h)




Wll(h+) + Ki1(h)A(h) + A(h)/Kll(h)/ le(h+) + A(h)/KZJ_(h)/
+A1(C2(h)/K2(h)/ + Kz(h)Cz(h)) +/\2C2(h)/K2(h)/ + A]_Kl(h)
* Wha () + A2(Ka () + K (h)')
—Kll(h) + A(h)/Ell(h)’ —|—C2(h)/K2(h)/ MK+ A(h)/Egl(h)/ —|—C2(h)/K2(h)’
—K21(h) + K1(h)’ —AoK “FAKl(h)/
~Wis(h) — Eqa(h) — Eqa(h)’ ~Wia(h) — K — Ezq(h)
X ~Why(h) —K —K’

Kll(h)Bl(h) + Ale(h)Dzl(h) + A(h)/Ql(h)/
K21(h)Bu(h) 4+ A2Kz(h)D21(h)
Ea1(h)By (h) + K2(h)D21(h) — Qu(h)’ >0 (22)
E21(h) Bl(h) + Kz(h)Dzl(h)
Q1(h)By(h) +By(h)Qi(h) +1;

Prova: Similar & prova do Lema 1. Se (19), (20) e os resultados, ao custo de maior esforco computacio-
(22), séo satisfeitas com as variaveis de folga como emnal, porém neste trabalho optou-se por escolhas sim-
(17), e comW particionada como em (18), as matrizes ples. Todas as variaveis dependentes de parametros
do filtro com critério de desempenh#? sdo dadas nas condi¢Bes foram consideradas como matrizes po-

por (21). ] linomiais homogéneas de mesmo grauDiferentes
graus poderiam ser usados, gerando LMIs de comple-
3.1 Condices LMI xidades e niveis de conservadorismo distintos.

O Teorema 1 apresenta uma condi¢cdo baseada ey emplo 1
LMIs dependentes de pardmetros para a existéncia do P
filtro nebuloso T-S com critério#2. Para obter rela-  Considere o seguinte sistema nebuloso T-S discreto no
xagOes LMIs que forne¢cam uma solucéo, é necessaridempo, estudado também em (Zhang et al., 2012) com
arbitrar uma estrutura para as matrizes dependentes dN = 2 e matrizes
paréametros que sao variaveis de decisédo do problema.

Neste trabalho optou-se por estruturas polinomi-  A; = [1'05 035} LA = {0'792 _0‘432} ,
ais de grau genérico, como apresentado em (Oliveira e 0.42 007 —0.36 0
Peres, 2007) para as matriz€g (h), Ko1(h), E11(h),

-0.1 -0.1
Ez1(h), Qi(h), Ki(h), Ka(h), C¢(h) e D¢(h). Essa Bi1= {_0 004], Bio = [_0 1],
escolha possibilita resultados menos conservadores, ' '
ao preco de uma maior complexidade. As condi- Co1=[171 285],Cp=[-19 228,

¢bes LM finitas foram obtidas com o ROLMIRo- - -
bust LMI Parser(Agulhari et al., 2012), um tool- Cu=[081 027], Cpo=[04 12],
box disponivel emhttp://www.dt.fee.unicamp. D211 = D212 = [0.005]

br/"agulhari/rolmip/rolmip.htm. Note que Um o, 0,00 & o primeiro estado do sistema e
filtro independente das variaveis premissas pode ser

obtido fixando o grag = 0 nas matrize&; (h), Kz(h), ser(x)

Ct(h) eD¢(h) (i.e., impondo que essas matrizes sejam Mg — x| ParE #0

constantes). 1, paraxg =0
4 Experimento Numérico Mz1=1-Myp;

. : Aplicando o Teorema 1, é possivel obter um filtro
Todos os experimentos foram implementados em Ma- . .
de graug = 1 estritamente proprigD¢ (h) = 0), com

tlab versédo 7.1.0.246 (R14) SP 3 usando os progra- . l )

mas Yalmip (Lofberg, 2004) e SeDuMi (Sturm, 1999). 3?,??1£ﬂ§53§f§%2‘3‘;§°fi 0.152. As matrizes

O computador utilizado foi um Intel Quad Core, 3.00 P

GHz, 4 GB de RAM com sistema Operacional Win- 0922 Q016

dows Vista. Nos exemplos apresentados, utilizou-seAf1 = { }

para os parametros de busta= A; = 0. Procedi-

mentos de busca linear para a escolha dos escalares {_o 142}
f1—= 3

Ay 0.839 —-0.228
—-0.375 —0.002] "2~ |-0.341 —0.080|"

que aparecem nas condi¢cdes LMI poderiam melhorar



Cf1=[—-0.358 —0.048,Cs,=[—-0.081 —0.300] uncertain systemsIX Brazilian Conference on
Automation (CBA 2012)Campina Grande, PB,

Um filtro independente das variaveis premissas, estri- Brazil, pp. 2298—2305.

tamente préprio, pode ser obtido para este exemplo

utilizando o Teorema 1, considerando= 0. Neste Barbosa, K. A., de Souza, C. E. e Trofino, A. (2005).
caso, 0 custo garantidé; obtido ép = 0.181. O fil- Robust filtering for uncertain linear systems:
tro correspondente € dado por LMI based methods with parametric Lyapunov
functions,Systems & Control Lettefs4(3): 251—

262.

A _ | 1027 0251 o [-0015
F=1-0489 —0246° °f ~ | 0.045 |’

Borges, R. A., Montagner, V. F., Oliveira, R. C.

Cr = [-0.2078 —0.064], L. F., Peres, P. L. D. e Bliman, P.-A. (2008).

A Figura 1 apresenta a resposta temporal do sis- Parameter-dependents and .7z, filter design
tema aumentado (8) obtida com um filtro indepen- for linear systems with arbitrarily time-varying
dente das variaveis premissas (curva azul pontilhada) parameters in polytopic domairSignal Proces-
e com o filtro nebuloso (curva preta continua) obtidos sing88(7): 1801-1816.

pelo Teorema 1. E possivel observar que o ggrab- o
tido pelo filtro nebuloso é menor em amplitude e além Borges, R. A., Oliveira, R. C. L. F., Abdallah, C. T. e

disso converge para zero mais rapidamente. Peres, P. L. D. (2010), filtering for discrete-
time linear systems with bounded time-varying

parametersSignal Processin@0(1): 282-291.

Daafouz, J. e Bernussou, J. (2001). Parameter depen-
dent Lyapunov functions for discrete time sys-
tems with time varying parameter uncertainties,
Systems & Control Lette#3(5): 355-359.

de Souza, C. E., Barbosa, K. A. e Trofino, A.
(2007). Robust filtering for linear systems with
FUR S S convex-bounded uncertain time-varying parame-
k ters, IEEE Transactions on Automatic Control
52(6): 1132-1138.

Figura 1: Analise temporal do ere para o sistema
aumentado (8) obtida com um filtro independente das
variaveis premissas (curva azul pontilhada) e com um
filtro nebuloso T-S (curva preta continua).

de Souza, C. E. e Trofino, A. (2000). A linear matrix
inequality approach to the design of robust
filters, in L. EI Ghaoui e S. I. Niculescu (eds),
Advances in Linear Matrix Inequality Methods
in Control, Advances in Design and Control,

5 Concluséo SIAM, Philadelphia, PA, pp. 175-185.
Foram propostas novas condi¢ées LMIs dependenteduan, Z. S., Zhang, J. X., Zhang, C. S. e Mosca, E.
de parametros para o projeto de um filtro de ordem (2006). Robust/#% and s, filtering for uncer-
completa nebuloso T-S com critéri& para sistemas tain linear systemsAutomatica42(11): 1919—

nebulosos T-S discretos no tempo. Relaxagfes basea-  1926.

das em polindmios homogéneos de grau genérico pro-

vém resultados menos conservadores quando compa>a0, H., Meng, X. e Chen, T. (2008). A new design of
rados com outras técnicas existentes. Como extensdes ~ robustH filters for uncertain systems§ystems
para trabalhos futuros, os autores estdo investigando & Control Letters57(7): 585-593.

como incorporar limitantes na taxa de variagédo dos pa-

rametros variantes no tempo nas condicdes LMI. Geromel, J. C. (1999). Optimal linear filtering un-

der parameter uncertaintE EE Transactions on

, Signal Processing7(1): 168-175.
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