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Abstract Digital filters are highly used in many fields of engineering. With the increased use of digital components, digital fil-

ters have become more usual, especially the infinite impulse response filters, which are the recursive response filters. The design 

of such filters proves to be a complicated task because that their coefficients are determined in the real domain, while its response 

is analyzed in the frequency domain. Many classical methods are known, and are presented here, for the design of these filters, 
but all with different limitations. Currently, many evolutionary algorithms are applied to the design of filters, however, mostly 

aimed only treating the magnitude error problem. This project aims to apply the optimization technique known as Differential 

Evolution to optimize not only the magnitude of error, but also linear phase error. 

KeywordsEvolutionary computation and bioinspired computation, digital filters, multiobjective optimization. 

Resumo Filtros digitais são altamente utilizados em diferentes áreas da engenharia. Com uma maior utilização de componen-

tes digitais, os filtros digitais se tornaram mais usuais, principalmente os filtros de resposta de impulso infinito, que são filtros de 
resposta recursiva. O projeto de tais filtros se mostra uma tarefa complicada, pois seus coeficientes são determinados no domínio 

dos reais, enquanto sua resposta é analisada no domínio das frequências. Muitos métodos clássicos são conhecidos, como os mé-

todos de Butterworth e Chebyshev, para o projeto destes filtros, porém todos com a presença de alguma limitação diferente. Atu-
almente, muitos algoritmos evolutivos são aplicados para o projeto de filtros, porém, em sua maioria, tem como foco apenas o 

tratamento do problema de erro de magnitude. Este artigo busca aplicar a técnica de otimização evolução diferencial com abor-

dagem multiobjetivo para otimizar, não somente o erro de magnitude, mas também o erro de fase linear. 

Palavras-chaveComputação evolucionária e computação bioinspirada, filtros digitais, otimização multiobjetivo. 

1    Introdução 

Filtros digitais são muito utilizados em processamen-

to digital de sinais para diversas aplicações, entre as 

quais se incluem: processamento de voz e de dados 

de comunicação; processamento de imagens e de 

vídeo; sonares; radares; exploração de óleo; eletrôni-

ca; dentre diversas outras, como mostrado por Das e 

Konar (2007). 

Quando se projetam filtros digitais, espera-se de-

finir uma faixa de frequência pela qual a parte do 

sinal de entrada presente nesta será removida e aque-

la fora desta faixa ficará intacta. Desta forma, o pro-

jeto de filtros é geralmente feito no domínio das fre-

quências, especificando esta, então chamada, fre-

quência de corte, também mostrado por Das e Konar 

(2007). 

Diferentes formas de projeto de filtros já foram 

introduzidas no decorrer dos anos, buscando otimizar 

os coeficientes do filtro a fim de obter uma resposta 

mais precisa. Cientistas e engenheiros de todas as 

áreas frequentemente têm que resolver problemas de 

busca e otimização, que significa encontrar a solução 

com melhor resultado ao problema, respeitando cer-

tas restrições e flexibilidades do mesmo, como dito 

por Yu e Xinjie (2007). 

Além disso, muitos problemas do mundo real 

envolvem a otimização simultânea de muitas funções 

objetivo. Geralmente, estas funções não podem ser 

comparadas entre si e frequentemente possuem obje-

tivos conflitantes e competitivos, ou seja, melhorar 

um objetivo vai, muitas vezes, significar piorar o 

outro. Isto resulta em um grupo de soluções que po-

dem ser consideradas equivalentes quando nenhuma 

informação externa é dada em relação à importância 

de cada objetivo. 

Tratando de algoritmos multiobjetivos dois con-

ceitos são utilizados: dominância e Pareto-ótimo, que 

são amplamente discutidos em Deb et. al, 2002. 

O problema de otimização de filtros de resposta 

ao impulso infinito (IIR do inglês impulse infinite 

response), se encaixa neste problema de otimização 

multiobjetivo. Suas equações, funções de minimiza-

ção e restrições serão apresentadas neste artigo.  

2   Problema de filtros IIR 

Um dos principais problemas encontrados no projeto 

de filtros digitais é encontrar parâmetros para este 

filtro de forma a ter a frequência de corte bem defi-

nida e brusca, pois nos filtros reais, frequências pró-

ximas a de corte que deviam passar sem alteração 

sofrem pequenas distorções, enquanto aquelas que 

deviam ser removidas são apenas suavizadas. A 

equação (1) descreve matematicamente um filtro IIR, 



como mostrado por Etter, Hicks e Cho (1982), Shynk 

(1989) e Tang et al (1998), 
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Em que    com             e    com 

            são os coeficientes do filtro, sendo   

a ordem em que      Desta forma, o número de 

coeficientes a ser definido é        . 

Mello (2012) mostra que 4 tipos de projeto de 

filtros são largamente utilizados na prática: Butter-

worth, Chebyshev I, Chebyshev II e Elíptico. A fim 

de avaliar a qualidade dos resultados obtidos neste 

trabalho, estes serão comparados com os valores en-

contrados utilizando estes quatro métodos clássicos 

de projeto. Para o projeto destes filtros foi utilizada a 

toolbox do Matlab® chamada FDAtool®, sempre 

com filtros de ordem 4. 

Os objetivos propostos no problema de otimiza-

ção desse trabalho são o erro mínimo da resposta de 

magnitude e o erro mínimo de resposta da fase linear. 

Tais objetivos são explicados em mais detalhes nas 

seções seguintes. 

2.1 Erro de resposta de magnitude 

A busca pelo erro de resposta de magnitude mínimo 

tem como objetivo, para o caso dos filtros passa bai-

xa, fazer com que as frequências menores do que a 

frequência de corte definida sejam alteradas o menos 

possível e as acima da dela sejam ao máximo elimi-

nadas. Para o cálculo do erro de resposta de magni-

tude, é usada a diferença absoluta entre a resposta em 

magnitude do filtro ideal e a do filtro obtido. Os cál-

culos são feitos no domínio da frequência com esta 

sendo normalizada entre 0 e 1. A equação (2) mostra 

esta diferença para a banda passante, enquanto a 

equação (3) para a banda de corte no caso de um 

filtro passa baixa. 
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Tal que   é a frequência, com      ,   ( ) é 

o erro de resposta de magnitude na banda passante na 

frequência   e    é a frequência de corte, com 
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Tal que   ( ) é o erro de resposta de magnitude 

na banda de corte na frequência  . A figura 1 mostra 

um exemplo para um filtro passa baixa com       . 

 

 
Figura 1. Exemplo de erro de resposta absoluta 

Desta forma, a primeira função a ser minimizada 

é apresentada na equação (4). 
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Com   assumindo valores de 0 a 1. Os coefici-

entes multiplicando os somatórios tem como objetivo 

atribuir mesmo peso para o erro da banda passante 

assim como o da banda de corte. 

2.2 Erro de resposta de fase linear 

A não linearidade da resposta de fase implica em 

diferentes atrasos no sinal para diferentes frequên-

cias. Tal diferença traz distorções no sinal de saída 

conforme as frequências do sinal de entrada e o quão 

não linear é a resposta do filtro. Ambas as banda 

passante e banda de transição são consideradas quan-

do se calcula o erro de resposta de fase linear como 

mostra Yu e Xinjie (2007). Os pontos de amostragem 

são igualmente distribuídos na banda de passagem e 

de transição. Então a sequência de diferenças de fase 

de primeira ordem *                 +, onde 

     (  ) são calculadas conforme a equação (5). 

 

      *                       + (5) 

 

De forma que            ;    e    são as 

frequências de amostragem na banda passante e na 

banda transitória, respectivamente.  

Agora, conforme a equação (6), o erro de respos-

ta de fase linear pode ser calculado, sendo esta a se-

gunda equação a ser minimizada. 
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Tal que     é um operador de cálculo de vari-

ância, bp significa banda passante e bt banda transi-

tória. Se    atinge seu melhor valor, ou seja,      

representa que todos os elementos de       são 

exatamente iguais. 

2.3 Critério de estabilidade 

A única restrição presente para o projeto de fil-

tros IIR é a estabilidade do filtro. Smith (2012) apre-

senta duas formas de testar esta característica. A pri-

meira, e mais comum, é a verificação do posiciona-

mento dos polos, em que um filtro é dito estável se 



os módulos de todos os polos forem menores do que 

1. Porém, Smith (2012) apresenta um método mais 

rápido e eficaz de fazer essa verificação, chamado 

Durbin, e ele será utilizado neste trabalho. 

2.4 Formulação do problema de projeto de filtros IIR 

O problema de projeto de filtros digitais pode ser 

formulado conforme a equação de otimização multi-

objetivo da equação (7), 
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em que   (  ) denota o espaço de soluções com 

N sendo o número de variáveis, em que     
    representando os coeficientes do filtro; 

  *               +   
  é o vetor das variá-

veis de decisão;        representa as duas fun-

ções objetivos para mapear de   dimensões do espa-

ço das variáveis para as 2 dimensões das funções 

objetivo   *  ( )   ( )+.  

3  DEMO-F  

Robic e Filipic (2005), criaram o DEMO (Evolução 

Diferencial para Otimização Multiobjetivo, do inglês 

Differential Evolution for Multiobjective Optimizati-

on) que faz uso das vantagens da evolução diferenci-

al (ED) combinada com os mecanismos de classifi-

cação do NSGA-II (Algoritmo Genético por Ordena-

ção de Não-Dominância II, do inglês Nondominated 

Sorting Genetic Algorithm II) proposto por Deb et al. 

(1994) que usa classificação por frentes e distância 

de multidão para classificação dos indivíduos. Três 

versões do algoritmo são apresentadas por Robic e 

Filipic (2005): DEMO/Parent, DEMO/Mais próxi-

mo/Decisão e DEMO/Mais próximo/Objetivo. Elas 

se diferem entre si pela forma em que a seleção dos 

indivíduos que permanecem para a próxima geração 

é feita em cada uma (seleção feita antes do uso dos 

mecanismos do NSGA-II). 

O ED é um dos mais poderosos algoritmos de 

otimização de parâmetros reais em uso corrente, sur-

giu como uma forma muito competitiva de computa-

ção evolutiva há mais de uma década. O primeiro 

artigo sobre o assunto foi escrito por Storn e Price 

em 1995 (STORN; PRICE, 1995), onde a versão 

original do algoritmo com abordagem mono-objetivo 

pode ser encontrado. 

Além da versão original, variações melhoradas 

do algoritmo foram criadas, tais como: SaDE criada 

por Qin, Huang e Suganthan (2009); jDE apresenta-

do por Brest et al. (2006); DE com vizinhança global 

e local (DEGL) apresentado por Das et al. (2009); 

JADE desenvolvido por Zhang e Sanderson (2009); 

entre outros. 

Já o primeiro algoritmo evolutivo multiobjetivo 

usando o conceito de dominância foi o NSGA (Algo-

ritmo Genético por Ordenação de Não-Dominância, 

do inglês Nondominated Sorting Genetic Algorithm) 

proposto por Srinivas e Deb (1994). Posteriormente 

em Deb et al. (2002), é apresentado o NSGA-II, que 

é uma versão melhorada do NSGA. No NSGA-II é 

incorporada a ordenação por não-dominação para o 

processo de seleção, em que a população da geração 

atual e a nova população gerada com as operações de 

cruzamento e mutação são colocadas juntas e inicia-

se o processo de classificação por frentes. 

No DEMO/Parent, após o uso do tradicional 

DE/aleatório/1/binário para mutação e cruzamento 

dos indivíduos da população, cada vetor experimen-

tal é comparado com o vetor base usado para criá-lo 

através do conceito de dominância apresentado ante-

riormente, satisfazendo uma das condições: 

1. Vetor experimental domina o vetor base: o 

vetor base é descartado; 

2. Vetor experimental é dominado pelo vetor 

base: o vetor experimental é descartado; 

3. Vetor experimental não domina o vetor base 

e nem é dominado pelo mesmo: os dois ve-

tores ficam na população. 

As outras duas versões do algoritmo DEMO se 

baseiam na mesma estratégia apresentada, a diferen-

ça é que, no caso do DEMO/Mais Próximo/Decisão, 

a comparação é feita não mais entre o vetor experi-

mental e o vetor base, mas entre o vetor experimental 

e o indivíduo mais similar a ele no espaço de deci-

sões (domínio das variáveis). 

Já no caso do DEMO/Mais Próximo/Objetivo a 

comparação é feita entre o vetor experimental e o 

mais similar a ele no espaço dos objetivos como 

mostrado por Robic e Filipic (2005). 

O fluxograma de funcionamento do DEMO é 

apresentado na figura 2 

 

 
Figura 2. Fluxograma de funcionamento dos algoritmos DEMO 

Foi então definida uma variação do DEMO com 

a utilização de um valor F, que é o fator de escala no 

processo de mutação, igual a um número aleatório 

baseado na curva normal, com média 0,5 e desvio 

padrão de 0,2, como o utilizado no algoritmo SaDE 

de Qin e Huang (2009). O novo algoritmo é chamada 

então de DEMO-F. A validação do algoritmo foi 

feita em quatros funções que foram introduzidas por 



Zitzler, Deb e Thiele (2000) e são frequentemente 

utilizadas na literatura como em Xue, Sanderson e 

Graves (2003) e em Robic e Filipic (2005).  

4   Resultados 

Após todos os estudos desenvolvidos para definir o 

melhor algoritmo e os melhores parâmetros de con-

trole para o mesmo, finalmente este foi aplicado no 

problema de projeto de filtros multiobjetivo. Para 

tanto, foi utilizado o algoritmo DEMO-F com CR, 

probabilidade  de cruzamento, igual a 0,21 – definido 

de forma empírica, população de 100 indivíduos e 

número máximo de iterações de 2000. 

A ordem do filtro a ser otimizado é 4 e o algo-

ritmo busca um filtro passa-baixa com frequência de 

corte de 0,3. É importante ressaltar que a decisão 

pelo filtro passa-baixa foi feita devido ao filtro ser, 

em geral, o mais utilizado em aplicações reais. O 

algoritmo tem o mesmo funcionamento e, possível-

mente, o mesmo nível de resultado para os outros 

tipos de filtros como passa-alta, passa-banda e corta-

banda, porém tal hipótese não será provada neste 

trabalho. 

A tabela 1 mostra uma comparação percentual 

dos filtros encontrados através do algoritmo DEMO-

F em 10 execuções, seguindo os parâmetros anteri-

ormente especificados, com os filtros obtidos através 

dos projetos clássicos. Entretanto, uma análise esta-

tística mais aprofundada é necessária para provar a 

consistência da qualidade dos resultados do DEMO-

F. Na tablea 1, a primeira e a segunda coluna mos-

tram, respectivamente, as soluções do algoritmo 

DEMO-F que obtiveram melhores resultados que 

aqueles obtidos com o uso das técnicas tradicionais 

de projeto de filtro para os objetivos 1 e 2. Já nas 

últimas duas colunas, é mostrado a porcentagem das 

soluções em que o filtro projetado foi melhor que 

cada um dos filtros clássicos em ambos os objetivos 

e também os casos em que o os filtros clássicos se 

sobressaíram em ambos os objetivos comparativa-

mente com o DEMO-F.  

 
Tabela 1. Comparação percentual dos indivíduos encontrados pelo 

algoritmo DEMO-F em 10 runs (1000 indivíduos) em relação aos 
filtros de projeto clássico 

Filtro 

            

  

         

            

  

         

              

  

           

              

  

           

Butterworth 82% 100% 82% 0% 
Chebyshev I 72% 100% 72% 0% 
Chebyshev II 99% 100% 99% 0% 
Elíptico 67% 100% 67% 0% 

 

Através da tabela 1 é possível notar que poucos 

resultados do conjunto de soluções dados pelo DE-

MO-F tiveram desempenho inferior em qualquer um 

dos objetivos quando comparados àqueles obtidos 

pelo projeto de filtros clássicos. E, pela última coluna 

da tabela, é visto que, quando os resultados de DE-

MO-F são inferiores aos filtros de projeto clássico 

em algum dos objetivos, no outro objetivo ele é supe-

rior, desta forma, não é possível dizer que qualquer 

resultado obtido com o filtro de projeto clássico é 

melhor do que o resultado de DEMO-F sem um co-

nhecimento prévio da importância de cada um dos 

objetivos. Em contrapartida, muitos dos indivíduos 

encontrados no conjunto solução do algoritmo DE-

MO-F são superiores aos valores dos  filtros de pro-

jeto clássico em ambas as funções objetivo, o que faz 

esses resultados serem indiscutivelmente melhores, 

independente de qualquer conhecimento prévio. 

Para os resultados apresentados no restante do 

trabalho, foi selecionada a melhor frente encontrada 

nas 10 execuções com relação à convergência e di-

versidade da mesma. 

A figura 3 mostra a evolução dos indívuos em 

cada um dos objetivos através das iterações e como a 

frente de Pareto é obtida ao final das iterações. 

Após a execução do algoritmo, três indivíduos 

foram escolhidos a fim de exemplificar a solução 

obtida. O primeiro, Projetado 1, é o que obteve o 

melhor resultado para o primeiro objetivo, já o Proje-

tado 2 teve o melhor resultado para o segundo objeti-

vo e o Projetado 3 obteve uma resposta intermediária 

em ambos os objetivos. A tabela 2 apresenta o resul-

tado dos três filtros junto com os resultados dos fil-

tros clássicos para os dois objetivos. Nota-se que o 

resultado obtido pelos filtros projetados são superio-

res aos filtros clássicos. 

 
Tabela 2. Comparação de 3 filtros projetados com os filtros de 

projeto clássico 

Filtro       

Projetado 1 30,833 0,0015 

Projetado 2 90,680 0,00000 

Projetado 3 35,072 0,00012 

Butterworth 69,032 0,01995 

Chebyshev I 60,951 0,02013 

Chebyshev II 118,010 0,03971 

Elíptico 51,386 0,03994 

 

A figura 4 apresenta as respostas de magnitude e 

de fase para o filtro Projetado 1. Nota-se que há osci-

lação tanto na banda de passagem como na banda de 

corte, porém sua amplitude é menor do que a apre-

sentada pelo filtro Elíptico (que possui a mesma ca-

racterística de resposta) e também a linearidade na 

resposta de fase é maior. 

  



 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Figura 3. Evolução do algoritmo através das iterações para otimização do filtro (a) it=1 (b) it=100 (c) it=1000 (d) it=2000

 

 
Figura 4. Repostas absoluta e de fase para o filtro Projetado 1 

Já para o filtro Projetado 2 as respostas são apre-

sentadas na figura 5. As respostas em banda passante 

e em banda de corte não oscilam, porém a fase transi-

tória tem declive pouco íngreme, resposta que se 

assemelha à do filtro Butterworth, mas o erro em 

ambas as respostas é menor. Nota-se que a resposta 

de fase obtida é semelhante a reposta linear do filtro 

ideal. 

 

 

 
Figura 5. Repostas absoluta e de fase para o filtro Projetado 2 

Finalmente, para o filtro Projetado 3 as respos-

tas são apresentadas na figura 6. A oscilação ocorre 

somente na banda de passagem e com amplitude bai-

xa quando comparada com as respostas dos outros 

filtros. Este filtro possui uma resposta de fase mais 

linear do que a do filtro Projetado 1. 

 



 
Figura 6. Repostas absoluta e de fase para o filtro Projetado 3 

5   Conclusão 

Os resultados alcançados com o uso do DEMO-F no 

problema multiobjetivo de otimização no projeto de 

filtros apresentaram valores satisfatórios, mostrando 

grande superioridade àqueles encontrados com os 

métodos clássicos de projeto de filtros. Uma análise 

estatística mais aprofundada é necessária para provar 

a consistência da convergência do algoritmo, porém 

para comportar tais resultados, outros tópicos neces-

sitariam ser removidos deste trabalho, desta forma 

foi optado por deixar esta etapa como um trabalho 

futuro.  

Futuros projetos consistem também na adição de 

um terceiro objetivo ao problema de otimização, em 

que além dos dois objetivos apresentados neste traba-

lho, também buscaria-se a minimização da ordem do 

filtro. Tal implementação tem grande impacto no 

método de otimização, pois todo o sistema de codifi-

cação dos parâmetros deve ser repensado uma vez 

que o tamanho de cada indivíduo seria alterado no 

passar das iterações. 
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