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Rua Riachuelo, 2090, 75804-020, Jatáı, Goiás, Brasil
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Abstract— The paper presents the design and practical implementation of a recently proposed switched
control design method for some classes of linear time-invariant systems with polytopic uncertainties. This method
uses a quadratic Lyapunov function to design the feedback controller gains based on Linear Matrix Inequalities
(LMIs). The controller gain is chosen by a switching law that returns the smallest value of the time derivative
of the Lyapunov function. The methodology offers less conservative alternative than the well-known controller
for uncertain systems with only one state feedback gain. The control design subject to failures and practical
implementation of a 2D ball balancer system confirms the efficiency of the method.

Keywords— Switched control, Linear systems, Polytopic uncertainties, LMIs, Failure.

Resumo— O trabalho apresenta o projeto e implementação prática de um método de controle chaveado
recentemente proposto para algumas classes de sistemas lineares invariantes no tempo com incertezas politópicas.
Este método é baseado em Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) e utiliza uma função de Lyapunov quadrática
para projetar os ganhos de realimentação do controlador. O controle proposto escolhe um ganho, em um conjunto
de ganhos, por meio de uma lei de chaveamento que retorna menor valor da derivada temporal da função de
Lyapunov quadrática. A metodologia proposta oferece uma alternativa menos conservativa do que o controle
clássico que utiliza apenas um ganho de realimentação. O projeto do sistema de controle sujeito a falhas e a
implementação prática de um sistema 2D ball balancer confirmam a eficiência do método.

Palavras-chave— Controle chaveado, Sistemas lineares, Incertezas politópicas, LMIs, Falha.

1 Introdução

Nos últimos anos tem crescido muito o interesse
em estudar sistemas chaveado, e esse crescimento
é devido ao surgimento de uma grande quantidade
de problemas de caráter prático e acadêmico, ini-
ciando principalmente com (Wicks et al., 1994; Li-
berzon and Morse, 1999; Decarlo et al., 2000; Hes-
panha and Morse, 2002). Como afirma (Sun and
Ge, 2005), para sistemas lineares invariantes no
tempo, a resposta transitória pode ser melhorada
por meio de controladores chaveados, como pode
ser visto, por exemplo, em (Feuer et al., 1997; Mc-
Clamroch and Kolmanobsky, 2000; Ishii and Fran-
cis, 2002; Leith et al., 2003).

Em geral, a maioria dos trabalhos sobre siste-
mas lineares chaveados utilizam múltiplas funções
de Lyapunov (Pettersson, 2004; Geromel and Co-
laneri, 2006; Lin and Antsaklis, 2009; Geromel and
Deaecto, 2009; Otsuka and Soga, 2010; Deaecto
et al., 2011) mas, embora em menor número, exis-
tem trabalhos sobre sistemas lineares chaveados
que utilizam uma única função de Lyapunov como
em (Xie and Yu, 2006; Zhai et al., 2003; Souza

et al., 2013). Em (Souza et al., 2013) foi pro-
posto uma nova metodologia de projeto de con-
trole chaveado para algumas classes de sistemas
lineares com incertezas politópicas. Tal método
utiliza uma única função de Lyapunov e a estabi-
lidade quadrática para projetar vários ganhos do
controlador baseado em LMIs. Este controlador é
composto por um único ganho que é escolhido por
uma lei de chaveamento que retorna o menor va-
lor da derivada da função de Lyapunov. A meto-
dologia proposta apresenta várias vantagens, pois
muitas vezes apresenta um melhor desempenho, se
comparado com o controlador não chaveados nor-
malmente implementado (Boyd et al., 1994), pois
as LMIs utilizadas para encontrar os ganhos são
mais relaxadas e, embora os ganhos sejam proje-
tados para serem usados como uma combinação
convexa, na prática não há a necessidade de rea-
lizar tal combinação.

Este trabalho tem o objetivo de confirmar
o bom desempenho da metodologia proposta em
(Souza et al., 2013). Assim, foi realizada uma
implementação prática no controle de um sis-
tema 2D ball balancer, considerando falhas na



leitura do ângulo θ, e consequentemente em θ̇.
Foi feita uma comparação, de desempenho, com
uma lei de controle clássica sem chaveamento
(Boyd et al., 1994). As simulações computacio-
nais foram realizados utilizando a linguagem do
YALMIP (Lofberg, 2004), com o solver SeDuMi
(Sturm, 1999).

Por conveniência, serão estabelecidas algumas
notações que serão utilizadas no trabalho:

Kr = {1, 2, . . . , r}, r ∈ N; x(t) = x;
V (x) = V ; αi ≥ 0 e

∑r
i=1 αi = 1,

(A,B,C,K)(α)=

r
∑

i=1

αi(Ai,Bi,Ci,Ki),
(1)

sendo r = 2s e s é o número de parâmetros incer-
tos na planta.

2 Sistema Linear com Incertezas
Politópicas: Estabilidade e Taxa de

Decaimento

Considere o sistema linear com incertezas politó-
picas,

ẋ(t) = A(α)x(t) +B(α)u(t) (2)

sendo x(t) ∈ R
n o vetor de estado, u(t) ∈ R

m a
entrada de controle, A(α) e B(α) como em (1),
com Ai ∈ R

n×n e Bi ∈ R
n×m, i ∈ Kr.

Admitindo que todas as variáveis de estado
estejam dispońıveis para a realimentação, uma lei
de controle amplamente utilizada na literatura é
dada por (Boyd et al., 1994):

u(t) = −Kx(t), K ∈ R
m×n. (3)

Substituindo (3) em (2), obtém-se o sistema rea-
limentado

ẋ(t) =

r
∑

i=1

αi(Ai −BiK)x(t). (4)

Agora, define-se a lei de controle com reali-
mentação do vetor de estado:

u(t) = uα(t) = −

r
∑

i=1

αiKix(t) = −K(α)x(t), (5)

sendo Ki ∈ R
m×n, i ∈ Kr.

Considerando (1) e substituindo (5) em (2),
obtém-se o sistema realimentado

ẋ(t) = A(α)x(t)−B(α)K(α)x(t)

=

r
∑

i=1

r
∑

j=1

αiαj(Ai −BiKj)x(t). (6)

Em um projeto de controle é importante as-
segurar estabilidade e outros usuais ı́ndices de de-
sempenhos para o sistema controlado, tais como
tempo de estabelecimento (relacionado com a taxa
de decaimento), restrições na entrada e sáıda do

sinal de controle. A metodologia proposta per-
mite especificar estes ı́ndices de desempenho, sem
a necessidade de alterar as LMIs existente na li-
teratura. Assim, neste trabalho será considerada
taxa de decaimento (Boyd et al., 1994). Neste
contexto, seguem os seguintes Teoremas.

Teorema 1 ((Boyd et al., 1994)) O sistema
linear com incertezas politópicas dado em (4)
é quadraticamente estabilizável com taxa de
decaimento maior ou igual β > 0 se, e somente
se, existe uma matriz simétrica positiva definida
X e M ∈ R

m×n tais que, para todo i ∈ Kr,

XAT
i +AiX −BiM −MTBT

i + 2βX ≺ 0. (7)

Se (7) são fact́ıveis, o ganho do controlador é dado
por K = MX−1.

Teorema 2 Se Bi = B, então o ponto de equiĺı-
brio x = 0 do sistema linear com incertezas politó-
picas dado em (6) é globalmente assintoticamente
estável, com taxa de decaimento maior ou igual
β, se existirem uma matriz simétrica positiva de-
finida X e matrizes Mi ∈ R

m×n tais que, para
todo i ∈ Kr,

XAT
i +AiX −BMi −MT

i BT + 2βX ≺ 0. (8)

Se (8) são fact́ıveis, os ganhos do controlador são
dados por Ki = MiX

−1, i ∈ Kr.

Prova: Pode ser vista, por exemplo, em (Souza
et al., 2013). 2

3 Resultados Principais

Nesta seção é apresentado o projeto de um con-
trolador chaveado para o sistema linear com incer-
tezas politópicas (2), proposto em (Souza et al.,
2013).

3.1 Caso 1: Sistema Linear com uma Matriz
Constante B(α) = B

Nesta seção, o projeto de um controlador chave-
ado para o sistema linear incerto (2) considera que
B(α) = B é uma matriz constante, isto é,

ẋ(t) = A(α)x(t) +Bu(t). (9)

Suponha que as LMIs dadas em (8) sejam fac-
t́ıveis para todo i ∈ Kr e sejam Ki = MiX

−1, i ∈
Kr, os ganhos do controlador dado em (5), e
P = X−1 obtido das condições do Teorema 2. En-
tão, define-se o controlador chaveado

u(t) = uσ = −Kσx, σ = arg min
i∈Kr

{−xTPBKix}.

(10)
Portanto, de (1), o sistema controlado (9) e

(10) é dado por

ẋ(t) =

r
∑

i=1

αi

(

Ai −BKσ

)

x(t). (11)



Teorema 3 ((Souza et al., 2013)) Admita
que as condições do Teorema 2, relativa ao
sistema (9) com a lei de controle (5), sejam
satisfeitas e obtenha Ki = MiX

−1, i ∈ Kr, e
P = X−1. Então, a lei de controle chaveada (10)
torna o ponto de equiĺıbrio x = 0, do sistema (9),
globalmente assintoticamente estável.

Prova: Considere uma candidata a função de
Lyapunov V = xTPx. Defina V̇uα

e V̇uσ
a de-

rivada temporal de V para o sistema (9), com as
leis de controle (5) e (10), respectivamente. Então,
de (9) e (10),

V̇uσ
= 2xTP ẋ = 2xTP (A(α)x+Buσ)

= 2xTPA(α)x+ 2xTPB(−Kσ)x.(12)

De (1),
∑r

i=1 αi = 1 e αi ≥ 0, i ∈ Kr. Assim,
notando que

min
i∈Kr

{xTPB(−Ki)x} ≤ xTPB

(

−

r
∑

i=1

αiKi

)

x,

e de (12), da lei de controle chaveada dada em
(10) e de (5), observa-se que

V̇uσ
= 2xTPA(α)x+ 2min

i∈Kr

{xTPB(−Ki)x}

≤ 2xTPA(α)x+ 2xTPB

(

−
r
∑

i=1

αiKi

)

x

= 2xTP (A(α)−BK(α))x

= 2xTP (A(α)x+Buα) = V̇uα
.

Portanto, V̇uσ
(x(t)) ≤ V̇uα

(x(t)) < 0. 2

Observação 1 O Teorema 3 mostra que, se as
condições do Teorema 2 forem satisfeitas, então
V̇uα

(x(t)) < 0 para todo x(t) 6= 0 e portanto
V̇uσ

(x(t)) < 0 para x(t) 6= 0, assegurando que
o ponto de equiĺıbrio x = 0 do sistema contro-
lado (9) e (10) seja globalmente assintoticamente
estável. Assim, o Teorema 2 pode ser utilizado
para projetar os ganhos K1,K2, . . . ,Kr e a ma-
triz P = X−1 da lei de controle chaveada (10).
Adicionalmente, observa-se que a lei de controle
chaveada (10) não utiliza as variáveis incertas αi,
i ∈ Kr, que são necessárias para a implementação
da lei de controle (5). Além disso, ela também ofe-
rece uma alternativa menos conservadora do que a
lei de controle clássica (3), que utiliza apenas um
ganho K no controlador. Mais detalhes podem ser
encontrados em (Souza et al., 2013).

3.2 Caso 2: Sistema Linear com uma Matriz In-
certa B(α)

Neste caso, será considerado o sistema linear com
incertezas politópicas dado em (2), com αi, i ∈
Kr, definido em (1), ou seja,

˙̂x(t) = Â(α)x̂(t) + B̂(α)u(t),

Â(α) =

r
∑

i=1

αiÂi, B̂(α) =

r
∑

i=1

αiB̂i.
(13)

Seja v(t) ∈ R
m a derivada temporal do vetor

de entrada de controle u(t) ∈ R
m. Defina xn+l(t)

e vl(t), tais que ẋn+l(t) = u̇l(t) = vl(t), l ∈ Km.
Assim, obtém-se o seguinte sistema:



















˙̂x(t) = Â(α)x̂(t) + B̂(α)u(t),
ẋn+1(t) = v1(t),
...
ẋn+m(t) = vm(t),

(14)

ou equivalentemente (Barmish, 1983),

ẋ(t) = A(α)x(t) +Bv(t), (15)

sendo

x = [x̂T xn+1 . . . xn+m]T ,

A(α) =

[

Â(α) B̂(α)
0m×n 0m×m

]

e B(α) =

[

0n×m

Im×m

]

.

Das considerações acima, nota-se que o sis-
tema (15) é equivalente ao sistema (9) e por-
tanto o problema cai no Caso 1. Assim, pode-
se adotar o procedimento estabelecido no Caso 1
para projetar uma lei de controle chaveada v(t) =
−Kσx(t), Kσ ∈ R

n+m.

4 O Sistema 2D ball balancer Quanserr

Considere o sistema 2D ball balancer, fabricado
pela Quanserr, mostrado na Figura 1. Seu mo-
delo esquemático da direção x da placa é mostrado
na Figura 2, e na direção y pode ser representado
da mesma forma (Quanser, 2008).

Figura 1: 2D ball balancer.

O sistema consiste de uma placa quadrada so-
bre a qual uma bola é colocada e se move livre-
mente. A bola pode ser posicionada em um ponto
de referência fixo ou pode rastrear uma rota de-
terminada. Uma câmera superior é utilizada para
medir a posição da bola. Existem dois servomo-
tores, cada um deles está ligado a um dos eixos
da placa. Ao controlar a posição das engrenagens
de carga do servomotor, o ângulo de inclinação da
placa pode ser ajustado para equilibrar a bola em
uma posição plana desejada.
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Suporte da Barra

Placa de Equiĺıbrio
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Figura 2: Planta esquemática do 2D ball balancer na
direção x.

O modelo matemático do sistema 2D ball ba-
lancer (Quanser, 2008) é dado por:

ẍ(t) = Kbbθ(t), τ θ̈(t) + θ̇(t) = KVm(t), (16)

sendo:
x(t) a posição da bola;
θ(t) o ângulo de carga;
Vm(t) = u(t) o sinal de controle;
τ e K são parâmetros do fabricante;

e Kbb =
2mbgrarmrb

2

Lplate(mbrb2 + Jb)
.

A descrição e os valores das constantes são
dados na Tabela 1.

Tabela 1: Parâmetros do sistema 2D ball balancer.
Parâmetros Śımbolo Valor

Massa da bola (Kg) mb 0,003

Distância do eixo do motor ao ponto de
fixação da barra (cm)

rarm 2,54

Raio da bola (cm) rb 1,96

Comprimento da mesa (cm) Lplate 27,5

Parâmetro do fabricante (rad/sV ) K 1,76

Parâmetro do fabricante (s) τ 0,00285

Momento de inércia de uma esfera só-
lida (Kgm2)

Jb 0,0046

Parâmetro do sistema (m/s2rad) Kbb 1,3

O sistema (16) pode ser escrito no espaço de
estados, como segue:









ẋ
ẍ

θ̇

θ̈









=









0 1 0 0
0 0 Kbb 0
0 0 0 1
0 0 0 − 1

τ

















x
ẋ
θ

θ̇









+









0
0
0
K
τ









u. (17)

O objetivo deste trabalho é mostrar a efici-
ência da metodologia proposta, e isso será feito
por meio do projeto e implementação prática de
um sistema de controle para 2D ball balancer que
serão abordados a seguir.

Para a simulação e implementação prática foi
inserida uma falha na leitura do ângulo medido, e
assim, no projeto de controle foi considerado que
esta falha pode chegar a 50% e pode ser consi-
derada como sendo uma incerteza do tipo poli-
tópica. Portanto, para o projeto do controlador
foram utilizados os seguintes vértices do politopo,

para ambos os eixos:

A1 =









0 1 0 0
0 0 1, 3 0
0 0 0 1
0 0 0 −35, 0877









A2 =









0 1 0 0
0 0 0, 65 0
0 0 0 0, 5
0 0 0 −17, 5439









B1 = B2 =
[

0 0 0 61, 7544
]T

.

(18)

Considerando os vértices do politopo (18) e
uma taxa de decaimento β = 1, 4 foram obtidos
os seguintes ganhos e a seguinte matriz simétrica
positiva definida:

K1 = [51.4698 43.3732 10.2229 0.1141]
K2 = [23.8435 19.8702 4.6307 0.0358]

P=103









6.9554 5.4244 1.1401 0.0679
5.4244 4.3804 0.9382 0.0567
1.1401 0.9382 0.2092 0.0130
0.0679 0.0567 0.0130 0.0009









(19)

K=[169.1410 144.6467 32.7815 1.4205]

P=105









4.0841 3.3482 0.7154 0.0342
3.3482 2.8149 0.6105 0.0295
0.7154 0.6105 0.1365 0.0068
0.0342 0.0295 0.0068 0.0004









(20)

com o método proposto (Teorema 2) e o método
clássico (Teorema 1), respectivamente.

Para a simulação e a implementação prática
apenas as variáveis de estado x e θ estão dispo-
ńıveis, e ẋ e θ̇ são estimadas por meio de filtros
derivativos Gf (S) = 20s/(s + 20). O objetivo do
controle é fazer com que a bolinha siga uma traje-
tória pré definida, que neste trabalho foi conside-
rada como sendo um quadrado de 10 cm de lado.

4.1 Simulações

O objetivo da simulação numérica é fazer com que
a bolinha siga a referência de um quadrado de
10 cm de lado. Embora os ganhos tenham sido
projetados para suportar uma falha de 50%, com
20 segundos do ińıcio da simulação foi inserida
uma falha de 30% apenas na leitura do ângulo
do motor da direção y da placa e foi considerada
a condição inicial [0 0 0 0]. As respostas obti-
das são apresentadas nas Figuras 3 e 4, utilizando
o controladores (10) e (3), respectivamente. Não
apresentamos a simulação da posição x, pois não
foi inserida falha neste eixo.

As simulações mostraram bons resultados,
mas não evidenciaram os benef́ıcios da metodolo-
gia proposta. Das Figuras 3 e 4, pode-se notar que
os controladores apresentaram um bom desempe-
nho na atenuação dos efeitos da falha de 30%, na
leitura do ângulo θ, na direção y da placa.
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Figura 3: Simulação numérica da direção y: posição
y, ângulo θ e sinal de controle uσ do 2D ball balancer

(17) utilizando o controlador chaveado (10).
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Figura 4: Simulação numérica da direção y: posição
y, ângulo θ e sinal de controle u do 2D ball balancer

(17) utilizando o controlador clássico (3).

4.2 Resultados Práticos

Os resultados práticos foram colhidos conside-
rando as mesmas condições das simulações numé-
rica e foram obtidas as respostas apresentadas nas
Figuras 5 a 9.
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Figura 5: Resultados práticos da direção x: posição
x, ângulo θ e sinal de controle uσ do 2D ball balancer

(17) utilizando o controlador chaveado (10).

0 10 20 30 40 50 60 70 80
−5

0

5

0 10 20 30 40 50 60 70 80
−0.5

0

0.5

0 10 20 30 40 50 60 70 80
−5

0

5

y
(
c
m

)
θ
(
r
a
d
)

t(s)

t(s)

t(s)

u
σ

Figura 6: Resultados práticos da direção y: posição
y, ângulo θ e sinal de controle uσ do 2D ball balancer

(17) utilizando o controlador chaveado (10).

Os resultados experimentais confirmam a efi-
ciência da metodologia proposta. Das Figuras 7
e 8, pode-se notar que com o controlador clás-
sico (3), o sistema seguiu a posição desejada y =
±5 cm e manteve o ângulo da direção y próximo
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Figura 7: Resultados práticos da direção x: posição
x, ângulo θ e sinal de controle u do 2D ball balancer

(17) utilizando o controlador clássico (3).
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Figura 8: Resultados práticos da direção y: posição
y, ângulo θ e sinal de controle u do 2D ball balancer

(17) utilizando o controlador clássico (3).

de zero, porém exigiu um esforço muito grande
de tensão nos motores quando comparado ao con-
trolador chaveado (10) que apresentou um melhor
desempenho ao seguir a posição desejada, como
pode ser visto nas Figuras 5, 6 e 9.
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Figura 9: Resultados práticos da posição x×y do 2D

ball balancer.

5 Conclusões

Neste trabalho foi apresentado o projeto e im-
plementação prática de um novo método de pro-
jeto de controle chaveado para sistemas lineares
com incertezas politópicas proposto em (Souza
et al., 2013). As LMIs utilizadas para encontrar os
ganhos são menos conservadoras do que as clássi-
cas que utiliza apenas um ganho de realimentação
de estado (Boyd et al., 1994). Os resultados de
simulação e a implementação prática no controle
de um sistema 2D ball balancer confirmaram a efi-
ciência do método.
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