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Abstract— In this paper is addressed the problem of identification and control of linear systems where an orthonormal basis
functions model is used to represent the process plant. These models are used to implement a predictive control system, which
incorporate the advantages of this type of modeling, as the output feedback absence, to predictive control system features. The
proposed modeling and control were successfully implemented in a typical programmable logic controller using C language. The
practical results, using a level control of a water tank, have shown the feasibility of this technique and its suitability for real
applications of control systems.
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Resumo— Neste trabalho é abordado o problema de identificação e controle de sistemas lineares, no qual um modelo de base de
funções ortonormais é utilizado para representar a planta de processo. A utilização de modelos BFO possibilita a implementação
de um sistema de controle preditivo, o qual incorpora as vantagens deste tipo de modelagem, como a ausência de realimentação de
saída, às características do inerentes de um sistema de controle preditivo. A modelagem e controle proposto foram implementados
com sucesso em um controlador lógico programável típico utilizando a linguagem C. Os resultados práticos, utilizando um controle
de nível de um tanque de água, mostraram a viabilidade desta técnica e sua adequação para aplicações reais de sistemas de controle.
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1 Introdução

Com o aumento da complexidade das plantas industri-
ais e a busca por melhor desempenho dos sistemas,
o desenvolvimento de novos controladores se mos-
tra cada vez mais importante. Dentre as técnicas de
controle avançado adequadas à aplicações industriais
destacam-se os sistemas de controle preditivo basea-
dos em modelo (Camacho e Bordons, 1998).

O controle preditivo baseado em modelo (MPC1)
é uma estratégia baseada na otimização do sinal de
controle com uma função de custo definida a partir de
uma previsão sobre o comportamento do sistema, ou
seja, com o uso de um modelo matemático. O con-
ceito de controle preditivo foi introduzido nos traba-
lhos de Richalet et al. (1978) e de Cutler e Ramaker
(1980), com este último apresentando o controlador
DMC2. O trabalho de Clarke et al. (1987) apresentou o
controlador preditivo generalizado (GPC3), o qual di-
fundiu na literatura a metodologia de controle MBPC4

(Clarke, 1994).
Neste trabalho tem-se especial interesse na aplica-

ção do sistema de controle preditivo baseado em mo-
delos obtidos através de representação por meio de ba-
ses de funções ortonormais (BFO) (Oliveira, 1997). A
utilização de sistemas de controle preditivo baseados
em modelos BFO se mostra vantajosa sobre demais
abordagens, pois tais modelos não apresentam reali-
mentação de saída. Sendo assim, os modelos BFO

1MPC - Model predictive control
2DMC - Dynamic matrix control
3GPC - Generalized predictive control
4MBPC: Model-Based Predictive Control, Controle adaptativo

baseado em modelo

não propagam erro na predição de saída, o que lhes
confere maior precisão, fato de suma importância em
sistemas de controle baseados em modelo.

Além disso, a representação de sistemas dinâmi-
cos lineares e estáveis através de modelos dados por
BFO’s apresenta vantagens quando comparados com
outros modelos normalmente utilizados para a repre-
sentação dos mesmos sistemas:

• A utilização BFO’s com polo(s) próximo(s) à di-
nâmica dominante do sistema requer uma menor
quantidade de termos para representar o sistema
com a mesma precisão de um modelo FIR.

• Não há a necessidade de determinar previamente
a ordem do modelo nem o atraso de transporte,
eliminando-se assim a etapa (geralmente árdua)
de determinação dos regressores;

• É possível aumentar a capacidade de aproxima-
ção dos modelos simplesmente aumentando-se o
número de funções, o que pode ser feito de forma
adaptativa;

• Os modelos BFO apresentam grande tolerância
às dinâmicas não modeladas e sensibilidade re-
duzida aos parâmetros estimados (dinâmicas não
dominantes);

• Capacidade de lidar de forma robusta com atrasos
de transporte.

• Desacoplamento natural das saídas em sistemas
multivariáveis;

• É garantido que a representação de um sistema
estável é também estável.



No entanto, a utilização de técnicas avançadas de
controle se tornam limitadas a aplicações em sistemas
sofisticados pois muitas vezes demandam um grande
esforço computacional ou requerem um hardware de-
dicado a implementação de tais sistemas de controle.
Neste contexto, o artigo em questão descreve o desen-
volvimento e implementação de um controlador pre-
ditivo baseado em modelo com base de funções orto-
normais em um controlador lógico programável (CLP)
comercial através de um programa desenvolvido em
linguagem C. Pretende-se mostrar a eficiência do mé-
todo apresentado no controle de sistemas reais e a via-
bilidade computacional de sua implementação em um
controlador lógico programável de uso geral.

Este artigo está organizado da seguinte maneira.
Na Seção 2, a modelagem com base de funções orto-
normais é revisada. Na Seção 3, apresenta-se o contro-
lador preditivo em sua formulação baseada em mode-
los BFO. Na Seção 4, são apresentados os resultados
obtidos pela identificação em malha aberta e controle
em malha fechada com a implementação do sistema de
controle em um CLP comercial. A Seção 5 apresenta
as conclusões do trabalho.

2 Base de Funções Ortonormais

Um sistema dinâmico linear e estável pode ser repre-
sentado pela sua resposta ao impulso h(k). Supondo
que o processo seja causal e que a resposta ao im-
pulso seja absolutamente somável, é possível modela-
lo com uma série de funções ortonormais (Heuberger
et al., 2005):

h(k) =

∞∑
i=1

ciφi(k) (1)

onde φ(k), i = 1, 2, 3, . . . é uma base de funções or-
tonormais e ci os coeficientes de desenvolvimento da
resposta ao impulso. A equação de convolução para
um sistema dinâmico linear pode ser escrita definindo-
se a resposta ao impulso h(j) pelo desenvolvimento
apresentado na equação (1) com uma aproximação
com nf funções ortonormais como:

ŷ(k) =

nf∑
i=1

ciψi(k) (2)

onde ψi(k) é a convolução da entrada u(k) com
a i-ésima função ortonormal φi no instante k.
Associando-se a cada função ortonormal uma repre-
sentação equivalente em função de transferência em z
que define um filtro linear, ψi(k) pode ser então visto
como a filtragem do sinal de entrada u(k).

Na modelagem de sistemas dinâmicos duas
BFO´s são utilizadas com maior frequência, as BFO´s
de Laguerre e Kautz (Machado, 2007). A base de
funções ortonormais de Laguerre é caracterizada pela
utilização de funções de transferência com apenas um
polo real (Wahlberg, 1991):

Φi(z) =

√
1− p2
z − p

(
1− pz
z − p

)i−1

, i = 1, 2, . . .

(3)

onde p = {p : p ∈ R e |p| < 1} é o polo que para-
metriza as funções ortonormais e i a ordem da função
dada.

As funções de Kautz (Heuberger et al., 2005) são
generalizações das funções de Laguerre e são para-
metrizadas pelo par de polos complexos conjugados
β = α± jϑ segundo as equações:

Φ2i−1(z) =

√
(1 − c2)(z − b)

z2 + b(c− 1)z − c

(
−cz2 + b(c− 1)z + 1

z2 + b(c− 1)z − c

)i−1

Φ2i(z) =

√
(1 − b2)(1 − c2)

z2 + b(c− 1)z − c

(
−cz2 + b(c− 1)z + 1

z2 + b(c− 1)z − c

)i−1

(4)
onde:

b = (β + β∗)/(1 + ββ∗) e c = −ββ∗ (5)

sendo 0 < b < 1 e −1 < c < 0.
Quando o sistema em estudo possui múltiplos

modos dominantes (amortecidos ou não) utilizam-
se modelos formados por base de funções ortonor-
mais generalizadas (GOBF - Generalized Orthonor-
mal Basis Functions), em que as funções ortonor-
mais podem apresentar nb polos distintos (Heuberger
et al., 2005; Machado, 2011).

Modelos BFO podem ser genericamente repre-
sentados em modelos de espaço de estados como
(Nelles, 2001; Campello et al., 2007):

Ψ(k + 1) = AΨ(k) +Bu(k)

ŷ(k) = CΨ(k) (6)

onde u(k) é o vetor de entradas, ŷ(k) é o vetor
de saídas e as matrizes A e B dependem direta-
mente dos parâmetros (polos) do modelo, Ψ(k) =
[ψ1(k) . . . ψnf

(k)]T é o vetor de estados ortonormais5

de ordem nf e C é o vetor dos coeficientes da série.
Este modelo pode ainda incluir uma parcela na parte
estática da representação que modela o nível DC da
saída do sistema sob estudo.

Neste trabalho são utilizados modelos GOBFs
com funções internas em estrutura Ladder. Nesta for-
mulação os polos são parametrizados sempre por parâ-
metros reais independente da natureza dos polos. Esta
representação foi proposta por Gray e Markel (1975)
como uma realização em espaço de estados para uma
função interna com somente um polo com duas en-
tradas e duas saídas cujo modelo em estado de es-
paços é dado por (Gray e Markel, 1975; Heuberger
et al., 2005): ϕi(k + 1)

y1(k)
y2(k)

=
 0 0 1√

1− γ2 −γ 0

γ
√

1− γ2 0

 ϕi(k)
u1(k)
u2(k)


(7)

com −1 < γ < 1. O modelo apresentado na equação
(7) pode ser representado pela Figura 1:

A ligação das nb seções com distintos parâmetros
γb forma uma base ortonormal generalizada com nb
polos (reais e/ou complexos), que podem ou não serem
distintos, se dá através da estrutura de ligação apresen-
tada na Figura 2.

5"Estados ortonormais"é uma denominação usada por conveni-
ência, já que a ortonormalidade é uma propriedade da função e não
dos estados



Figura 1: Representação em blocos da estrutura in-
terna parametrizada por γ.

As matrizes A e B do modelo GOBF (equação
(6)) são obtidas diretamente a partir dos parâmetros
γ1,...,nb

como apresentado em (Machado et al., 2010;
Machado, 2011). Os parâmetros da matriz C po-
dem ser obtidos pelo método dos mínimos quadrados
levando-se em consideração as saídas y(k) medidas do
sistema a ser modelado e das saídas das funções orto-
normais Ψ(k) geradas pelas entradas u(k).

Figura 2: Representação em blocos das funções da
base de uma GOBF.

É também de interesse neste trabalho, tendo-se
em vista a modelagem aplicada a sistemas de controle
preditivo, a representação dos processos por modelos
GOBF variacionais em espaço de estados. Modelos
lineares sob a representação variacional dispensam o
modelamento do nível contínuo do sistema, por tratar
tão-somente as variações nos estados e nas entradas
(Eq. (8)).

∆Ψ(k + 1) = A∆Ψ(k) +B∆u(k)

ŷ(k) = ŷ(k − l) + C∆Ψ(k) (8)

3 CONTROLE PREDITIVO

O conceito de controle preditivo (MPBC Model Pre-
dictive Controllers) surgiu na década de 70 nos tra-
balho de (Richalet et al., 1978) e (Cutler e Rama-
ker, 1980). Por incorporar, na lei de controle, restri-
ções operacionais relacionadas com a entrada e saída
do sistema, e possuir fácil sintonia, os controladores
preditivos estão sendo cada vez utilizados na indús-
tria de processos, principalmente processos químicos
(Campello et al., 2007).

Os controles preditivos (MPBC) podem ser ca-
racterizados em quatro etapas principais (Machado,
2007):

• Modelagem do Processo. Com base nos sinais de
entrada e saída do sistema, é criado um modelo
para prever o comportamento do processo em um
horizonte definido, chamado horizonte de predi-
ção.

• Definição do critério de custo. O desempenho do
sistema em malha fechada durante o horizonte de
predição é especificado a partir de um critério de
custo, definido através da saída prevista do sis-
tema e do esforço de controle.

• Otimização do critério de custo. O critério de
custo é minimizado em relação ao conjunto de
sinais de controle a serem aplicados no processo
durante o horizonte de predição.

• Atuação do sinal de controle. Somente o primeiro
sinal de controle é utilizado no processo. No pro-
cesso instante de amostragem, o processo é repe-
tido.

Uma das principais etapas do controle preditivo é
a modelagem do sistema a ser controlado e o desem-
penho do sistema em malha fechada está diretamente
relacionado com o modelo do sistema dinâmico.

Para o sistema de controle proposto neste traba-
lho, o modelo de predição utilizado será um modelo
GOBF com estrutura Ladder e será representado sob
a forma variacional, como mostrado na equação (8).

No controle preditivo, o esforço de controle é ob-
tido solucionando-se um problema de controle ótimo
para um modelo do sistema e aplicando à planta so-
mente o primeiro valor do sinal de controle otimizado.
No ciclo de operação seguinte, o sinal de realimen-
tação é levado em conta para corrigir a predição e o
processo é iterado. O controle preditivo pode levar em
consideração limites da planta e dos atuadores, tem
poucos parâmetros de ajuste e compensa intrinseca-
mente atrasos de transporte (Findeisen, 2004). A Fi-
gura 3 apresenta o conceito geral de um controlador
preditivo.

Figura 3: Diagrama em blocos de controlador predi-
tivo.

Na Figura 3 o sinal de referência r e sua previ-
são futura, se disponível, é comparado com uma pre-
visão sobre o comportamento do sistema baseada em
um modelo matemático. O modelo é estimulado por
uma sequência de valores do esforço de controle u, a
qual é obtida pela otimização de uma função de custo
(9) que leva em consideração o erro da resposta do sis-
tema e a mínima energia gasta pelo sistema:



Jq(∆u) =

Ny∑
j=N1

(r(k + j)− ŷ(k + j|k))2

+

Nu∑
j=1

λ∆u(k + j − 1|k)2

(9)

onde N1 e Ny são, respectivamente, os horizontes ini-
cial e final de predição; Nu o horizonte de controle;
e λ a ponderação sobre o sinal de controle. Existem
técnicas para garantir a estabilidade (Findeisen, 2004)
e robustez (Marruedo et al., 2002) de controladores
MPC não lineares, mas essas técnicas envolvem otimi-
zação sujeita a restrições, a qual demanda alto esforço
computacional (Patra et al., 2007). Nesta aplicação,
optou-se por utilizar uma lei de controle sem restri-
ções, a qual admite uma solução computacionalmente
eficiente (Bazaraa e Shetty, 1979) dada pela equação
(10).

∆u = −1

2
Q−1f (10)

As definições da matrizQ e do vetor f da equação
(10) estão presentes em Oliveira (1997). Q depende
unicamente das respostas do impulso dos filtros orto-
normais e f depende unicamente da saída prevista em
malha aberta.

4 Aplicação e Resultados

Esta seção tem como objetivo apresentar resultados
que comprovam a validade dos métodos de modela-
gem e controle propostos neste trabalho. Para esta fi-
nalidade, utilizou-se um planta didática para controle
de nível com dois tanques acoplados, como apresen-
tado na Figura 4. Esta planta foi utilizada por estar
disponível no Laboratório da Instituição e por atender
os objetivos do trabalho.

Figura 4: Processo de Controle de Nível.

A ação do sistema de controle atua sobre a ali-
mentação elétrica da bomba alterando a vazão do lí-
quido bombeado para o tanque superior, e consequen-
temente, controlando a altura do nível neste tanque

(variável controlada). Para a implementação do sis-
tema de controle utilizou-se um CLP comercial com as
seguintes características (Processador: ELAN SC520
100MHz, Memória Principal: 64MB DRAM, Memó-
ria de Programa: 48KB SRAM, Módulos de Entrada
e Saída Analógica: 12 Bits), modelo 4PP045.0571-62
fabricado pela B&R Automation.

A fim de realizar a identificação do sistema
aplicou-se um sinal na entrada do processo e poste-
riormente foram armazenados os dados de entrada e
saída, com tempo de amostragem de Ts = 0, 5 [seg].
Para o sistema sob análise obteve-se, de acordo com
o processo de modelagem apresentado em (Machado,
2010), que o modelo com melhor resposta apresentava
um polo real e dois blocos Gb. Este sistema apresenta
característica dinâmica típica de sistemas com polos
reais pois a sua resposta em malha aberta não apre-
senta oscilação. O modelo GOBF obtido pode ser re-
presentado matricialmente, conforme a equação (6),
por:

A =

[
0, 9977 0
0, 0046 0, 9977

]
B =

[
0, 0677 −0, 0675

]T
C =

[
0, 0407 1, 3412.10−6

]
sendo os polos do sistema identificado p = 0, 9977.
Os parâmetros do vetor C estimados através do Mé-
todo dos Mínimos Quadrados. O modelo foi validado,
mostrando a adequada identificação do sistema sob
análise.

Para a implementação do sistema de controle,
estabeleceu-se um horizonte de predição Ny = 10 e
um horizonte de controle Nu = 4 e com fator de pon-
deração sobre o sinal de controle igual a λ = 0, 1.
Com estes parâmetros, atendeu-se as especificações de
projeto que eram overshoot máximo de 5%, tempo de
acomodação máximo de 30 segundos e erro em regime
permanente menor que 2%.

As matrizes G e Q−1 do controlador foram cal-
culadas a priori de maneira off-line de acordo com os
parâmetros da planta e tiveram seus valores embarca-
dos na rotina de controle implementada no CLP. Esta
abordagem permite um ganho significativo no proces-
samento, uma vez que evita a inversão de matrizes na
rotina de controle embarcada no CLP. O modelo de
CLP utilizado permite a implementação de rotinas em
uma linguagem semelhante a ANSI C. Com objetivo
de verificar o funcionamento do controlador proposto
neste trabalho, foram estabelecidos dois degraus con-
secutivos de referência em 5 e 7 [cm] de nível do tan-
que superior da planta. A resposta do sistema em ma-
lha fechada pode ser observada na Figura 5.

Como pode-se observar, o sistema de controle
preditivo atuou corretamente na planta, e o nível do
tanque atingiu a referência desejada com um baixo va-
lor de overshoot, em torno de 1%. Para fins de valida-
ção do controle desenvolvido, realizou-se uma compa-
ração entre resposta da planta utilizando o Controlador
Preditivo BFO e um controlador clássico PID, como



Figura 5: Resposta do Sistema de Nível - Controlador
Preditivo.

apresentado na equação (11)(Phillips e Nagle, 1995).

D(z) = Kp +Ki
Ts
2

z − 1

z + 1
+Kd

z − 1

Tsz
(11)

Os parâmetros do controlador PID foram calcu-
lados utilizando o método de resposta em frequência,
considerando como parâmetro de projeto o tempo de
subida com valor semelhante ao apresentado pelo sis-
tema controlado pelo sistema de controle preditivo.
De maneira análoga ao procedimento adotado para o
sistema de controle preditivo, estabeleceram-se dois
degraus consecutivos como referência para a saída
controlada em 5 e 7 [cm] respectivamente. A resposta
da planta pode ser observada na Figura 6.

Figura 6: Comparação entre as respostas do Controla-
dor PID e o Controlador Preditivo.

Conforme pode-se observar na Figura 6, em am-
bos sistemas de controle a planta atingiu o valor de ní-
vel especificado como referência. No entanto, é pos-
sível observar que para o controlador preditivo pro-
posto o sistema apresenta uma resposta com overshoot
e tempo de acomodação inferiores a resposta do sis-
tema controlado pelo PID. Este comportamento mos-
tra o desempenho superior do controlador preditivo
desenvolvido.

Apesar de apresentar um desempenho superior
ao sistema de controle PID para a referida planta, o
Controlador Preditivo BFO não apresentou um custo
computacional significativamente superior àquele
apresentado pelo controlador PID. Os valores de
utilização da CPU do CLP, obtidos através de sistema
de monitoramento, são apresentados na tabela 1.

Tabela 1: Custo Computacional dos Controladores.

Controlador Tempo de Ciclo Utilização CPU
PID 10 ms 1, 58%

Preditivo 10 ms 1, 58%

Os resultados apresentados na tabela 1 e na Figura
6 mostram que com a utilização do sistema de con-
trole proposto, comparando-se a um controlador PID,
obteve-se significativo ganho no comportamento dinâ-
mico do sistema sob controle sem aumento de utiliza-
ção de recursos computacionais do CLP.

5 Conclusões

Neste trabalho abordou-se o problema de identifica-
ção e controle de sistemas lineares, no qual um mo-
delo de funções ortonormais foi utilizado para repre-
sentar o processo. Utilizando-se das bases de funções
ortonormais generalizadas, implementou-se, em lin-
guagem C, um controlador preditivo baseado nestes
modelos, o qual foi embarcado em um controlador ló-
gico programável comercial. De maneira a comprovar
o desempenho da proposição, o controlador desenvol-
vido foi comparado com o controlador PID do pró-
prio controlador lógico programável comercial, sendo
ambos aplicados no controle de nível de água em um
tanque. Os resultados práticos, obtidos no sistema de
controle de nível, mostraram a viabilidade da técnica
bem como a sua superioridade em relação ao contro-
lador PID ao apresentar tempos de acomodação e va-
lores de overshoot inferiores. O controlador preditivo
também foi capaz de rejeitar a variação de parâme-
tros da planta causada pelo escoamento turbulento do
sistema, permitindo concluir que a técnica empregada
é adequada para as aplicações reais em sistemas de
controle industriais. Além disso, mesmo sendo uma
técnica de controle mais sofisticada, a taxa de uso
dos recursos computacionais do CLP pelo sistema de
controle preditivo apresentou valores compatíveis com
aqueles apresentados pelo controlador PID.
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