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Abstract— This paper presents an iterative algorithm for Model Predictive Control (MPC) of a class of
nonlinear systems subject to linear state and control constraints. The basic idea consists in obtaining, at each
sample time, a piecewise linear representation of the nonlinear system, by chosing the sequence of future inputs.
The resulting quadratic optimization problem is then repeatedly solved until reaching convergence of the sequence
of future inputs. In this case, it is proved that no prediction error occurs and, consequently, the state and control
constraints are satisfied by the original nonlinear system. Numerical examples illustrate the effectiveness of the
proposed algorithm regarding convergence and constraint satisfaction. Furthermore, its performance is compared
to that of an algorithm which uses the original nonlinear model and nonconvex optimization via Sequential
Quadratic Programming (SQP).
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Resumo— Este artigo apresenta um algoritmo iterativo para Controle Preditivo de uma classe de sistemas
nédo-lineares sujeitos a restrigdes lineares nos estados e no controle. A ideia bésica consiste em obter, a cada
instante de amostragem, uma representacao linear por partes do sistema nao-linear, fixando-se a sequéncia de
entradas futuras. O problema de otimizacao quadréatica resultante é entdo resolvido repetidamente até que a
sequéncia de entradas futuras convirja para um ponto fixo. Neste caso, pode-se provar que as restrigoes nos
estados e no controle sao satisfeitas pelo sistema ndo-linear original. Exemplos numéricos ilustram a efetividade
do algoritmo proposto em relagdo a convergéncia das iteragbes e a satisfagdo das restrigoes. Além disso, seu
desempenho é comparado aquele de um algoritmo que usa o modelo nao-linear original e otimizagao nao-convexa
por meio de programagao quadratica sequencial (SQP).

Keywords— Controle Preditivo, Sistemas Nao-Lineares, Controle sob Restrigoes.

1 Introducao

Controle Preditivo baseado em Modelo (MPC,
do inglés Model Predictive Control) é, das téc-
nicas de controle que foram propostas nas ul-
timas décadas, provavelmente aquela que mais
sucesso vem encontrando em aplicagoes indus-
triais (Maciejowski, 2002; Rossiter, 2003; Cama-
cho and Bordons, 2004). Diversas formulagoes
vém, assim, sendo propostas com o objetivo de
se obter o melhor desempenho para os sistemas
estudados. Algoritmos numéricos extremamente
eficientes sao hoje disponiveis para controladores
preditivos baseados em modelos lineares, os quais
apresentam desempenho aceitdvel em muitos ca-
sos, desde que o sistema trabalhe em uma faixa de
operacao limitada. Caso essa premissa nao seja
satisfeita, torna-se necessario partir para formu-
lacoes nas quais o modelo do sistema a controlar
¢ nao-linear, representando melhor as dindmicas
presentes.

Em alguns processos industriais, um mo-
delo bilinear consegue representar bem tais nao-
linearidades, mas, em outros, nem tanto (Oliveira

Sh. et al., 2012). E entédo preferfvel usar um mo-
delo o mais préximo possivel da fenomenologia do
sistema a controlar. Neste caso, duas alternativas
principais se apresentam: a primeira seria formu-
lar o problema de Controle Preditivo usando o mo-
delo nao-linear original. Isto resultaria, em princi-
pio, na soluc¢ao 6tima do problema. No entanto,
o problema de otimizagao a ser resolvido é nao-
convexo e possui, em geral, um nimero grande de
varidveis, ja que as varidveis de estado ao longo
do horizonte de predicao tém que ser incluidas. A
outra alternativa seria o uso de aproximacoes line-
ares do modelo original (Koch et al., 2006; Pluce-
nio et al., 2007). Nesse caso, a otimalidade é sa-
crificada em nome da eficiéncia numérica, o que
pode resultar em um desempenho pobre em malha
fechada. Além disso, caso o sistema possua restri-
coes estritas em suas varidveis de estado, o uso
de aproximacoes lineares nao garante que elas nao
sejam violadas. Um apanhado das técnicas mais
recentes de Controle Preditivo Nao-Linear pode
ser encontrado em (Magni et al., 2011).

Neste artigo, propoe-se resolver o problema
de Controle Preditivo nao-linear para sistemas
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sob restri¢oes usando modelos lineares por partes. dadas por:

A cada instante de amostragem, a partir de um
primeiro “chute” da sequéncia futura de entradas
de controle, o problema de otimizacao associado
é resolvido repetidamente até sua solugao con-
vergir para um ponto fixo. Nesse caso, garante-
se, por um lado, que nao ha erro de predigao,
o que contribui para a otimalidade da solucao e,
por outro lado, que as restrigoes sao satisfeitas
caso o problema de otimizacao seja factivel. Os
modelos adotados contemplam classes amplas de
nao-linearidades, compreendendo, entre outras, as
bilineares e quadraticas. Estende-se, com isso,
o algoritmo proposto em (Fontes et al., 2008),
exclusivo para sistemas bilineares. Dois exem-
plos ntimericos ilustram a efetividade da proposta,
comparando-a a algoritmos que adotam o mo-
delo nao-linear original e programagao quadratica
sequencial (SQP, do inglés Sequential Quadratic
Programming).

Notagao: |zllo = (zTQx)? representa a
norma vetorial quadrdtica (Euclidiana), sendo
(Q uma matriz simétrica, semi-definida positiva.
Considerando-se duas matrizes A € R™*" e B €
RP*4 o produto de Kronecker A® B é uma matriz
mp X nq definida por:
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2 Formulagao do Problema

Sao considerados neste trabalho sistemas nao-
lineares de tempo discreto que possam ser repre-
sentados na seguinte forma:

w(k+1) = f(z(k), u(k))z(k) + g(z(k), u(k))u(k)

(2)
sendo z € R” o vetor de estado, u € R™ o ve-
tor de entradas, y € RP o vetor de saidas e k
o instante amostragem, com k € N. Note-se que
este modelo compreende uma classe ampla de nao-
linearidades, tais como, entre outras, aquelas dos
tipos bilinear e quadratica.

Supoe-se que este sistema € sujeito a restrigoes
lineares nas suas variaveis de estado e de controle,

Gu(k) < p, Hu(k) < p. (3)

A estratégia de Controle Preditivo consiste
em, a cada instante de amostragem k, calcu-
lar uma sequéncia de entradas a(k + i), i =
0,1,---, H,—1 queresolve o problema de otimiza-
¢ao nao-linear (1), sendo J(k) o indice de de-
sempenho (fungéo custo) de horizonte finito a ser
otimizado, r(k+1) a trajetéria de referéncia futura
a ser seguida pela saida y(k) = Cz(k), H, o hor-
izonte de predicao, H, o horizonte de controle, ()
a matriz de ponderagao do erro de rastreamento,
R a matriz de ponderacao do esforgo de controle
(com @ e R definidas positivas), & o vetor de es-
tado predito com base no modelo (2) e @ o vetor
de entradas a ser determinado de modo a otimizar
o indice de desempenho.

A minimizacdo de J(k) resulta na sequéncia
de controle @(k + j) que otimiza o desempenho
predito para o sistema no horizonte H,. Con-
siderando que o modelo matemético nao repre-
senta com perfeicao o sistema real, a ocorréncia
de perturbagoes, a presenca de ruidos, além de
outras dificuldades que aparecem em aplicacoes
praticas, a estratégia de Controle Preditivo usa o
chamado principio do horizonte moével, que con-
siste em aplicar apenas o primeiro elemento da
sequéncia de controle calculada, ou seja, i(k), e
resolver novamente o problema de otimizagao no
intervalo de amostragem seguinte.

Ressalte-se aqui a necessidade de se conhecer
o vetor z(k) para se resolver o problema de
otimizagao, o que configura uma estrutura de re-
alimentacao completa de estado.

O problema de otimizagao (1) é um problema
nao-linear, nao-convexo e com um nimero de va-
ridveis potencialmente grande, dependendo da di-
mensao do sistema e dos tamanhos dos horizontes
Hy, e H,. O custo computacional para a resolucao
de tais problemas é, em geral, muito alto, o que
dificulta sua aplicagdo em sistemas de dinamica
rapida, nos quais o periodo de amostragem nao é
grande o suficiente para que a resolugao do pro-
blema ocorra em tempo habil. Por outro lado,
se a dinamica do sistema for linear, equagoes li-
neares explicitas podem ser escritas para repre-
sentar os estados preditos Z(k + ¢) em fungdo das



entradas 4(k + j). Com isso, o nimero de vari-
4veis se reduz enormemente e o problema pode
ser formulado como um problema de otimizagao
quadratica, para os quais algoritmos eficientes e
rapidos sao disponiveis. Dessa forma, os métodos
que vém sendo propostos para a resolugao de prob-
lemas de Controle Preditivo nao-linear podem ser,
grosso modo, divididos em duas classes: os que
propoem algoritmos rapidos para resolver o pro-
blema (1) e os que propdem diferentes formas de
linearizacao do modelo (2), para poder usufruir
dos métodos eficientes de otimizagao quadratica.
O método proposto neste trabalho se insere nessa
ultima categoria e serd descrito na préxima secao.

3 Algoritmo Proposto

Considere a equacao de predicao do estado um
passo a frente:
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Observa-se que se Z(k+i), 4(k+1) fossem fixos
ao longo do horizonte i,---,H, — 1, terfamos a
equagao de estado de um sistema linear por partes:

2k +1+1i) = Ai(2,2)2(k + 1) + Bi(2, a)a(k + i),
(5)
sendo A;(&,1) = f(&(k+1),u(k+1)) e Bi(Z,a) =
g(Z(k+1i),a(k+1)). Evidentemente, &(k+1i), 4 (k+
i) nao sado conhecidos ao longo do horizonte, ja
que Z(k + i) depende das entradas a(k + i) fu-
turas. No entanto, podemos pensar em um algo-
ritmo que convirja para os valores preditos corre-
tos, da seguinte forma:
Para cada instante de amostragem k:

1. Fixe a(k+3),j=0,---,H, — 1 e use o mo-
delo (2) para determinar os valores futuros de
#(k+i),i=1,-  Hy—1.

2. Substitua nas equagoes (4) os valores de Z(k-+
i), 4(k+1) obtidos no passo anterior e obtenha
o modelo linear por partes (5).

3. Formule o problema (1) como um problema
de otimizacao quadrdtica e obtenha sua
solucdo 6tima 4*(k + 7).

4. Use 4*(k+j) e o modelo (2) para determinar
os valores futuros de &(k +14),i=1,---, Hp.

5. Repita os passos de 2 a 4 até que a*(k + 7)
seja igual ao obtido no passo anterior dentro
de uma determinada tolerancia.

A cada iteragao do algoritmo, existe um erro
entre os estados preditos e os estados que seriam
gerados pelo modelo nao-linear original decorrente
do seguinte fato: no passo 4, os valores futuros dos
estados sao calculados a partir da aplicagao no

modelo nao-linear da sequéncia étima de controle
calculada no passo 3. No passo 2, esses valores fu-
turos sao usados para formar o modelo linear por
partes usado na otimizacao da iteragao seguinte.
No entanto, esse modelo linear por partes sé cor-
responderia ao modelo nao-linear se os valores fu-
turos dos estados nao mudassem de uma iteragao
para outra. Isso ocorreria apenas se a sequéncia
6tima 4*(k+7) ndo se modificasse de uma iteragao
para outra. Dessa forma, se esse algoritmo conver-
gir, entdo, ao final, os valores de &(k + 1), a(k +19)
preditos pelo modelo linear por partes serao iguais
aqueles preditos pelo modelo nao-linear original.
Com isso, caso o problema de otimizacgao tenha
solugdo factivel, garante-se que as restrigdes (3)
sao satisfeitas ao longo do horizonte de predicao.
Trata-se da maior vantagem do método proposto
em relacgao aqueles baseados em aproximagoes do
modelo, que, por melhor que sejam, nao podem
garantir a satisfacao das restrigdes nos estados.

Um aspecto importante da implementagao do
algoritmo refere-se a inicializacao das iteracoes
(passo 1 do algoritmo). Em se tratando de um
problema de seguimento de referéncia constante,
para k = 0 pode-se adotar para 4(k + j) no passo
1 o valor de regime que levaria a saida ao valor da
referéncia. Para k > 0, supondo que as iteracoes
de compensacgao do erro convergiram, uma escolha
natural é tomar o valor 6timo da amostra anterior
(k —1), deslocé-la de uma amostra e repetir o ul-
timo valor da sequéncia (a(k —1+ H,)) na tltima
posicao do vetor de entradas preditas a partir de
k. Isto justifica-se pelo fato de que a sequéncia
calculada em k — 1 seria 6tima em relagdo aos
valores preditos obtidos apds a convergéncia do
algoritmo de compensagao dos erros de predigao.
Nesse caso, os valores de 4(k + j) calculados ten-
deriam a ser préximos dos valores 6timos para a
amostra seguinte.

Diferentemente das estratégias que focam
na resolucao direta do problema de otimiza-
¢do ndo-convexo (1), a estratégia aqui proposta
nao garante otimalidade. Proporciona, porém,
solugoes que melhoram a cada iteracao do algo-
ritmo. Além disso, pelo fato de realizar predicoes
baseadas em um modelo linear por partes, resolve
um problema de otimizacao quadratica com um
ntmero muito menor de varigveis (sem os esta-
dos preditos), resultando em um esfor¢o computa-
cional muito menor. Trata-se de vantagem consi-
deravel quando se lida com sistemas de dinamica
rapida.

Algumas dificuldades de implementagao do al-
goritmo de compensacao dos erros de predigao de-
vem, entretanto, ser mencionadas. A primeira se
refere a sua convergéncia, que nao é garantida.
Em trabalhos anteriores com sistemas bilineares
(Fontes et al., 2008), verificou-se que estd ligada a
inicializacao das iteragoes mais préxima do ponto
fixo, e que pode ser reforcada usando-se altos valo-



res da ponderacao de controle R. Para contornar
essas dificuldades, impoe-se um niimero maximo
de iteragbes. Ao se atingir esse niimero, duas situ-
acoes sao possiveis: ou as iteragées vinham con-
vergindo lentamente ou vinham divergindo. No
primeiro caso, adota-se a solucao da tultima itera-
¢ao e no segundo a da primeira iteragao, o que cor-
responderia a estratégia chamada de quasilinear
por degrau de tempo (Fontes et al., 2008). Note-se
que, neste caso, o respeito as restricoes pelo sis-
tema nao-linear nao é mais garantido.

4 Exemplos

4.1 Sistema 1

Considera-se o seguinte sistema nao-linear:

Knu(t) —ay/2gz1(t)

i'l(t) = A
ia(t) = a+/2gx1(t) — ar/2gxa(t)
2 A

Essas equagoes representam a dinamica de um sis-
tema didatico de dois tanques acoplados, sendo x1
e xo os niveis dos tanques 1 e 2, respectivamente,
e u a tensao de acionamento da bomba que ali-
menta os tanques com agua. K,,, g, a e A sao,
respectivamente, a constante da bomba, a aceler-
acao da gravidade, a drea transversal dos orificios
de saida dos tanques e a area da secao transversal
de cada tanque (Quanser, 2008).
Aproximando-se as derivadas por diferencas
finitas e usando um periodo de amostragem igual a
T, obtém-se o seguinte modelo de tempo discreto:

ri(k+1) = x1(k) _*_TS(Kmu(k)fZ\/ng—l(k))
wa(k+1) 2o (k) + Ts(ﬁ\/%rl(k);a\/mz(k))

Estas equagdes podem ser postas na forma (2)
considerando-se:

f(a(k),u(k)) =

s AIQ(}C)
av/2gx1(k)—ar/2gz2(k
T V29 Aml(k\)/g ()) 1
TSKWL
g(a(k). u(k)) = [ o }

Note-se que o agrupamento escolhido nao é o
Unico possivel para escrever as equagoes originais
na forma (2).

Os parametros do sistema sao: K,, = 4,6,
g = 980cm/s?, @ = 0,1781cm, A = 15,5179cm.
Considera-se o sistema operando em um ponto no
qual o nivel de ambos os tanques é igual a 15cm.
A tensao de entrada da bomba ¢ limitada a +15V.
Para evitar transbordamento e que a bomba opere
em vazio, os niveis maximo e minimo que podem
atingir ambos os tanques sao fixados em 28cm e
2cm, respectivamente.

Considerando-se Ty = 0,5s, horizontes de
predicdo e controle iguais a 5, Q = 1, R = 1074,
9 como saida e 3 mudancas de set-point a par-
tir do ponto de operacao inicial, foram obtidos
os resultados mostrados nas figuras 1, 2 e 3 da
aplicacao do MPC linear, nao linear com SQP
e nao-linear proposto. Na implementacao do
método que usa SQP, foi usada a fungao fmincon
do pacote de Otimizagao do software MATLAB
(MATLAB, 2010).
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Figura 1: Exemplo 1: resposta do estado 1.
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Figura 2: Exemplo 1: resposta do estado 2.

Na tabela 1 sao mostrados indices de desem-
penho obtidos com a aplicacao das trés estratégias
mencionadas.

MPC MPC SQP
Linear Nio-Linear
erro absoluto médio 0.2220 0.1949 0.1882
erro quadratico médio 29.7920 28.2326 28.2110
poténcia média de u(k) 71.5885 67.3435 70.3993
tempo de execugao médio (s) 0.0169 0.0351 0.1723

Tabela 1: Comparagao entre os controladores do
Exemplo 1.

Da analise dos graficos e da tabela, verifica-se,
como esperado, o melhor desempenho dos contro-
ladores nao-lineares em relagao ao linear, que re-
sultou na violacgao do limite inferior desejado para
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Figura 3: Exemplo 1: sinal de entrada.

x1. Verifica-se também um esforgo computacional
muito menor do algoritmo proposto em relagao ao
uso de otimizacao nao-linear via SQP.

4.2 Sistema 2

Considera-se o

seguinte

sistema

linearidades do tipo quadratica:

com nao-

z(k +1) = Az(k) + Bu(k) + Mz(k) ® z(k)
+Nu(k) ® z(k) + Ou(k) ® u(k),
y(k) = Cx(k).
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Note-se que, para escrever o modelo na forma
(2), é possivel agrupar o termo bilinear (Nu(k) ®
z(k)) tanto na fungdo f(z(k),u(k)) quanto na
fungéo g(z(k),u(k)). As duas alternativas foram
testadas, tendo a primeira fornecido melhores re-
sultados, sendo, portanto, aquela adotada aqui.

Consideram-se as seguintes restricoes nas sai-
das e entradas:

—-10 Y1 10
—15 Y2 15
—11,6154 Slu ] = 11,6154
—9,0155 Us 9,0155

Para o sistema em repouso, sao aplicados
sinais de referéncia constantes, iguais a 15 e 10,
para y; e y2 respectivamente.

Com horizontes de predigao e controle iguais
a b, Q = I, foram obtidos os resultados mostra-
dos nas figuras 4 e 5 da aplicacao do MPC lin-
ear, nao-linear via SPQ e nao-linear proposto, com
R = 10~* para os métodos nio-lineares e R = 1
para o linear. Este valor foi usado no caso lin-
ear porque valores menores resultaram em erros
de regime permanente muito elevados.
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Figura 4: Exemplo 2: resposta dos estados.

Na tabela 2 sdao mostrados indices de desem-
penho obtidos com a aplicagao das trés estratégias
mencionadas.

Neste exemplo, verifica-se, mais uma vez, a
superioridade dos controladores que usam mode-
los nao-lineares. O controlador baseado em SQP
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Figura 5: Exemplo 2: sinais de entrada.

SAIDA 1 MPC MPC SQP
Linear Nio-Linear
erro_absoluto médio 0,9498 0,2145 0,1628
erro quadratico médio 14,4604 1,4932 1,1518
poténcia média de uj (k) 126,176 131,948 133,776
tempo de execugido médio (s) 0,0148 0,0496 0,4645
SAIDA 2 MPC MPC SQP
Linear Nio-Linear
erro_absoluto médio 1,7616 0,4131 0,3107
erro quadratico médio 13,5193 14,5501 3,6053
poténcia média de ug (k) 65,0987 78,6563 80,8709
tempo de execugao médio (s) 0,0148 0,0496 0,4645

Tabela 2: Comparagao entre os controladores do
Exemplo 2.

apresentou indices de desempenho ligeiramente
superiores ao MPC nao-linear proposto, porém
com um tempo de execucao médio mais de 10
vezes superior.

5 Conclusoes

Neste trabalho foi proposto um algoritmo iterativo
para Controle Preditivo nao-linear de sistemas su-
jeitos a restricoes, baseado em aproximacoes line-
ares por parte do modelo nao-linear original. Sua
vantagem em relagdo a abordagens similares é o
fato de garantir o respeito de restri¢oes, caso o
processo iterativo proposto convirja, ja que, neste
caso, nao haveria erro de predicao. Resultados de
experimentos numéricos mostraram desempenho
proéximo ao obtido com algoritmos que usam o mo-
delo nao-linear original, com um custo computa-
cional significativamente menor. Estudos futuros
devem investigar formas de garantir a convergén-
cia do processo iterativo, sem a qual o respeito as
restrigoes nao é garantido. Deve-se também es-
tudar maneiras sistemédticas de converter modelos
nao-lineares & forma requerida para a aplicagao do
método proposto e avaliar o grau de subotimali-
dade da solugao. Comparagao com outros méto-
dos baseados em solucgoes aproximadas deve ser
também objeto de estudo.
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