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Abstract— This paper presents a simplified adaptive backstepping controller for a class of nonlinear systems
using a global hybrid differentiator. Instead of partial derivatives, the controller uses a hybrid estimation scheme,
which combines a linear differentiator (lead filter) with a Robust Exact Differentiator (RED). This modification
simplifies the controller design (tuning functions approach), and consequently the control law. Simulation results
for a nonlinear system given by a high-performance aircraft are shown.

Keywords— Adaptive Control, Tuning Functions Approach, Adaptive Backstepping Controller, Hybrid Dif-
ferentiator, Robust Exact Differentiator.

Resumo— Este artigo apresenta um controlador adaptativo backstepping simplificado para uma classe de
sistemas nao-lineares utilizando um diferenciador hibrido global. Ao invés de derivadas parciais, o controlador
proposto utiliza um cendrio hibrido de estimagio que combina um diferenciador linear convencional (filtro lead),
com um diferenciador exato e robusto (Robust Ezxact Differentiator, RED). Esta modificagdo simplifica o projeto
do controlador na sua abordagem por fungdes de sintonia (tuning functions approach), assim como a sua respectiva
lei de controle. Resultados de simulagdo para um sistema nao-linear dado por um aviao de alta performance sao

apresentados.

Palavras-chave— Controle Adaptativo, Abordagem por Fungoes de Sintonia, Controle Adaptativo Backstep-
ping, Diferenciador Hibrido, Diferenciador Exato e Robusto.

1 Introdugao

A principal ideia da técnica backstepping é proje-
tar um controlador recursivamente, considerando
algumas das varidveis de estado como controles
virtuais (virtual controls) e projetando para elas
leis de controle intermedidrias. As leis adapta-
tivas para estimacao dos parametros sao obtidas
com base na teoria de Lyapunov, porém com a
possibilidade de sobre-parametrizagao (existéncia
de varias leis de adaptacao para um mesmo para-
metro). Este problema foi parcialmente reduzido
por Jiang and Praly (1991), e totalmente solucio-
nado por Krsti¢ et al. (1992), através da aborda-
gem por fungées de sintonia (tuning functions).
Elas correspondem a uma forma mais avangada do
controle adaptativo backstepping, com a vantagem
da ordem do controlador ser a menor possivel.
Apesar dos beneficios apresentados pelo con-
trole adaptativo backstepping e sua abordagem
através das funcoes de sintonia, algumas desvan-
tagens podem ser observadas. A principal delas
estd relacionada com as complexas expressoes nao-
lineares do controlador, que podem crescer signifi-
cativamente em fun¢ao da ordem do sistema. Com
o objetivo de simplificar a estrutura do controla-

dor adaptativo backstepping por fungoes de sin-
tonia, o diferenciador hibrido global proposto em
(Nunes et al., 2004) sera utilizado neste trabalho.
Os tradicionais sinais &; (f) presentes na lei de con-
trole da técnica backstepping serao obtidos através
de uma combinacao entre um diferenciador linear
convencional (filtro lead), e o diferenciador exato
e robusto (Robust Ezxact Differentiator, RED) pro-
posto por Levant (1998).

E interessante ressaltar que as funcgoes de esta-
bilizagao a;(t) normalmente dependem de muitas
varidaveis do sistema como, por exemplo, a saida
de um modelo de referéncia e suas respectivas de-
rivadas, parametros estimados da planta, sinais
filtrados da entrada e da saida do sistema, etc.
Dessa forma, o cdlculo de ¢;(¢) utilizando deriva-
das parciais (formato original do backstepping) se
torna proibitivo, em virtude de uma “explosao de
termos” que surge na estrutura do controlador.

Diversos trabalhos na literatura buscam evi-
tar o uso de derivadas parciais, com destaque para
as técnicas Dynamic Surface Control (Swaroop
et al., 2000) e Command Filtering (Dong et al.,
2012) que utilizam filtros lineares na estimacao
das derivadas. Modos deslizantes de ordem su-
perior na forma do diferenciador exato e robusto



(RED) também merecem destaque (Davila, 2013).
Na abordagem com filtros, as provas de estabili-
dade garantem um erro de estimagao suficiente-
mente pequeno, porém nao nulo, e cuja ordem de-
pende dos parametros do filtro. J4 com o RED,
apenas propriedades locais de estabilidade sao ga-
rantidas, o que nem sempre é satisfatorio ou de-
sejavel. A ideia do presente trabalho é apresentar
uma proposta capaz de garantir a estabilidade glo-
bal do sistema (caracteristica do filtro linear), as-
sim como um erro em regime nulo (caracteristica
do RED), combinando as duas estratégias de deri-
vagao. Esta técnica ja foi utilizada com sucesso em
(Nunes et al., 2009) e (Nunes et al., 2008), respec-
tivamente para sistemas lineares e nao-lineares, o
que nos fornece um bom indicativo de funciona-
mento.

2 Definicao do Problema

Considere o sistema nao-linear do tipo strict-
feedback descrito por

i1 = zot@i(z1)T0

.’bQ = I3+ <p2(x1,m2)T9

. (1)
Fn1 = Tnton_1(x1,..,2,-1)T0

in = B@)u+pn(z)"o

Yy = I

onde # € R™ é um vetor de parametros constantes,
porém desconhecidos. Os termos (3 e [p1, ..., ¢n]
sao fungoes nao-lineares suaves conhecidas com ar-
gumentos em R", e B(z) # 0, Va € R". O objetivo
de controle é forgar y(t) (saida do sistema) a se-
guir um sinal de referéncia y,(t), mantendo todos
os sinais em malha fechada uniformemente limita-
dos. A referéncia y,.(t) pode ser a saida de um mo-
delo de referéncia com uma entrada r(¢) limitada
e continua por partes, ou um sinal cujas primeiras
n derivadas s@o conhecidas, uniformemente limi-
tadas, e continua por partes. No caso do modelo
de referéncia, considere o seguinte sistema linear
e estavel

K,
87L+mn_18n—1+,_,+m0

yr(s) = r(s), (2)

onde s" 4+ m,_15" ' + - + mg é um polindémio
Hurwitz e o ganho k,,, € positivo.

3 Controlador Adaptativo Backstepping
Modificado

Nesta secao, o controlador adaptativo backstep-
ping para a classe de sistemas nao-lineares (1) serd
adaptado com base na abordagem por fungoes de
sintonia apresentada por Kokotovi¢ et al. (1995).
A forma de projetar é semelhante, entretanto sem

a utilizacao das derivadas parciais na estrutura do
controlador. Para tal, considere as seguintes va-
ridveis de erro

21 = T1—Yr (3)

Zi = X — yq(f.il) -1, (4)

e as funcgoes de estabilizacao

o = —ciz —wlé (5)

T A .
= G2 — Zi—] — W; 0+ &;_1, (6)
parai=2,---,n,onde ¢; sao constantes positivas

e w; = ;. Com base nas fungoes de sintonia,

T1 = w1z (7)
Ti = Ti—1 1+ W%, (8)
para i = 2,---,n, na lei de controle
u= = (on+5") )
B(x)

e nas leis adaptativas
0 =T, (10)

o principal resultado do controlador adaptativo
backstepping modificado é apresentado no seguinte
teorema.

Teorema 1 Todos os sinais em malha fechada do
sistema adaptativo composto pela planta (1), pela
lei de controle (9) e pelas leis adaptativas (10) sdo
globalmente uniformemente limitados, e o rastre-
amento da saida do sistema y(t), em rela¢io ao
sinal de referéncia y,.(t), € alcancado assintotica-

mente:
lim [y(t) — y-(t)] = 0. (11)

t—oo

Prova: A prova deste teorema é dividida em n
passos, conforme o procedimento a seguir.

Passo 1: Considere o erro de saida (3) e a sua
derivada através de (1)

f=a2+¢i(2) 0~ gy (12)

Utilizando a expressao x2 = z2 + 9, + a1 obtida a
partir de (4) para i = 2, temos

21 = 2o+ a1 + ”UJ,{Q, wy = @1(%1). (13)
Agora, considere o erro de estimacao

6=60-0, (14)

a candidata a funcao de Lyapunov

1 1~ ~
Lﬁ=§ﬁ+§WT”a (15)

e a sua derivada através de (13) e (14),

Vl =2z (22 + aq + w{é) — 0Tt (é — lezl) .
(16)



Escolhendo a fungao de estabilizacao

Q] = —c12] — w?Q, (17)

obtemos a seguinte expressao
V= —clzf + 2129 + 0T (7'1 — F*192> , (18)
onde a primeira funcao de sintonia é definida como
T = Wwi2]. (19)

Passo 2: Considere agora o erro zz (4) e a sua
derivada através de (1),

22 =3+ wg(xl,xg)TG - yr - dl. (20)

Utilizando x3 = 23 + i + a2 obtida de (4) para
1 = 3, temos

Z9 = 23+ Qo +w§9—d17 Wo = (pg(.%‘l,l‘g). (21)

Considere a candidata a fungdo de Lyapunov

1
Vo=Vi+ §Z§a (22)

e a sua derivada através de (14), (18) e (21),
V2 = fclzf + 2o (zl + 23+ ag + wgé — dl)
+6T (7‘1 + wozg — F71é> . (23)

Escolhendo a seguinte fungao de estabilizagao
g = —Cozp — 21 + Gy — wd 6, (24)
obtemos a expressao
Vy = —c123 _CQZ§+ZQZ3+§T (7’2 — F_lé) , (25)
onde a segunda funcao de sintonia é dada por
Ty = T1 + Wazs. (26)

Passo i: Considere o erro z; (4) e a sua derivada
através de (1),
Zi = Tiy1 + (pi(l‘l, . ,xi)TG — ygl) — Q1. (27)

Utilizando x;11 = 2j41 + y,(«i) + «; obtida de (4)
para ¢ =1+ 1, temos

Z; = Ziv1 Ty —&—wlTH — Gy, W = <pi(a:1, .. ,.’Ei).
(28)
Considere a candidata a fungdo de Lyapunov
1
‘/i == ‘/i—l + 721‘27 (29)

2

e a sua derivada
i1

— E ckzi
k=1

+2 (zi,l + Ziy1 +a; + U/;‘Fé - di71>

‘-/vi:

+6T (Ti_l + w;zi — Fflé) . (30)

Escolhendo a seguinte funcao de estabilizacao
o = —CiZi — Zi—1 — w?é + a1, (31)
obtemos a expressao

i
2
— E Cr2y + 2iZit1
k=1

+07 (7 - F—lé) . (32)

vV, =

onde a nova funcao de sintonia é definida como
Ty — Ti—1 +’w121 (33)

Passo n: Considere o erro z, (4) e a sua derivada
através de (1),

i = B@)u+ @ (2)T0 —y™ — G,y (34)
Considere a candidata a funcao de Lyapunov
L
Vn = anl + S0 (35)
e a sua derivada
Ve =
+zn (anl + B’U/ + wgé - y7('n) - dnfl)
07 (Ta + wnzn — r—lé) , (36)

onde w, = @,(x). Escolhendo a seguinte fungao
de estabilizacao

u = — (7ann — Zn—1— w?;é + C.Vn—l + yrn)) ’

B
(37)

obtemos a expressao final
V==Y ez +07 (r=T710).  (38)
k=1
onde a segunda funcao de sintonia é definida como

Ty = Tne1 + Wn2n. (39)

Por fim, escolhendo

0 =T, (40)
obtemos
V= — chzi, (41)
k=1
garantindo que [z,0]7 = [0,0]7 é um ponto

de equilibrio globalmente uniformemente esta-
vel. Utilizando o teorema de LaSalle-Yoshizawa
(Krstié et al., 1994), z — 0 quando ¢ — oc. O



4 O Diferenciador Hibrido Global

4.1 O Diferenciador Linear

A fungdo de transferéncia do diferenciador linear
(filtro lead) a ser utilizado no cendrio proposto é

dado por
S

Trs+1

onde 7y corresponde a constante de tempo do fil-
tro, vy corresponde a saida, e f(t) corresponde a
entrada. Note que quando 7y — 0, o erro entre
a saida do filtro (estimativa para a derivada) e &;
(valor ideal) também tende a zero.

vf = f) (42)

4.2 O Diferenciado Ezxato e Robusto (RED)

Considere um sinal de entrada f(t) como uma
funcéo localmente limitada e definida no intervalo
[0,00). Suponha ainda que f(t) é composta por
um sinal base fo(t), cuja primeira derivada pos-
sui uma constante de Lipschitz C' > 0, e um ruido
desconhecido, porém uniformemente limitado. In-
troduzindo o sistema auxiliar

Z =, (43)

o seguinte algoritmo pode ser aplicado para man-
ter z — f(t) =0

=Mz = F(O)12sgn(z — f(1) + =1

v =

=

(44)

onde A1, Ay s&0 constantes positivas, e a saida do

diferenciador é dada por v,.(t). Um dos principais

resultados para este diferenciador (denominado de
RED) é apresentado no teorema a seguir.

Teorema 2 (Critério de Convergéncia)
Considere o diferenciador (43)-(44) e um sinal
de entrada f(t) = fo(t). Para qualquer Ay > C,
com A\ suficientemente grande

(A2 +O)?

A > 22—
T -0)

(45)
0 sinal v, (t) converge em tempo finito para fo(t).

Prova: A prova deste teorema pode ser encon-
trada no trabalho de Levant (1998). O

4.8 A lei de Chaveamento

A ideia do estimador hibrido (Nunes et al., 2009) é
utilizar uma combinagao convexa entre o diferen-
ciador linear (42) e o diferenciador exato e robusto
(44) de acordo com a expressao

vg = o(e)vy + [1 —o(e)]vy, (46)

onde € = vy — v, é a diferenca entre os diferen-
ciadores e o(¢€) corresponde a lei de chaveamento

com valores no intervalo de [0,1]. Esta lei é defi-
nida como

0, se lef<d—A
ole) =4 (lel—d+A)/A, se d—A<le|<d
1, se |el>d,

(47)
onde o parametro 0 < A < d é utilizado para su-
avizar a fungdo de chaveamento o(e). Note que se
o erro entre os diferenciadores for suficientemente
grande (le] > d), o diferenciador linear é seleci-
onado, uma vez que ¢ = 1. Por outro lado, se
o erro for suficientemente pequeno (|e| < d — A),
o RED ¢ entao escolhido, em virtude de ¢ = 0.
Para valores intermedidrios, uma combinacao de
ambos é utilizada. O objetivo desta estratégia é
obter inicialmente uma boa estimativa para a de-
rivada do sinal o; (com um erro na ordem de 7y), e
em seguida, utilizar o RED para encontrar o valor
exato da derivada. Apesar das caracteristicas de
convergéncia em tempo finito e robustez na pre-
senga de ruido (Levant, 1998), o RED néao pode
ser utilizado sozinho. O motivo esta relacionado
com a primeira derivada de «;(t) que deve possuir
uma constante de Lipschitz conhecida (C' > 0).
Caso esta hipdtese nao seja atendida, o sistema
poderd até se instabilizar como apresentado em
(Nunes et al., 2004).

5 Resultados de Simulacao

Nesta secao, alguns resultados de simulacao para
um sistema nao-linear de terceira ordem serao
apresentados. O fenémeno apresentado aqui é co-
nhecido como wing rock e corresponde a existén-
cia de um ciclo limite no eixo longitudinal de um
avido de alta performance'. Os elementos respon-
sédveis por atuar neste eixo sao os ailerons, cuja
dinamica serd representada por um sistema de pri-
meira ordem. O exemplo proposto nesta secao é
semelhante ao descrito no trabalho de Krsti¢ et al.
(1994). Considere o sistema

¢ = p
p = 01+0:90+03p
(48)
+04]¢|p + O5|plp + 04
TSA = —04+u,

onde ¢ é o angulo no eixo longitudinal, d4 é
o angulo de deflexao do aileron, T é a cons-
tante de tempo associada ao sistema de aciona-
mento, e u é o sinal de controle. Definindo as

novas varidveis ¢(¢,p) = [1, ¢, p, |¢|p, [p[p]" e
0 = [01, 02, 03, 04, 05], podemos reescrever o sis-

1 Assista ao video disponibilizado pela NASA on-line no
enderego http://wuw.youtube.com/watch?v=9NaLjLJkCOM.



tema nao-linear (48) como

¢ = p
p = 51A + 90(¢ap)T9 (49)
5,4 = —Uu-— 75,4.

T T

Considere agora o modelo de referéncia

1
(s +10)(s2 + 4s + 24.25)

¢r(s) = r(s),  (50)
onde a entrada é definida por r(s) = 0. O objetivo
de controle é forcar ¢(t) a seguir o sinal de refe-
réncia ¢, (t), mantendo todos os sinais em malha
fechada uniformemente limitados. Em outras pa-
lavras, deseja-se levar o sistema suavemente para
a origem, com um certo desempenho especificado
pelo modelo de referéncia (50). Para tal, considere
os seguintes erros

z1 = ¢ — (%573 (51)
22 = p-— ¢¢1— oy (52)
23 = 04— ¢r — g, (53)

as fungoes de estabilizagao,

Q@ = —C1z1 (54)
—oTh+aq,  (55)

Qa = —C222 — 21

a lei de controle,
1 )
u=r —0323—22+;5A+a2+¢r (56)
a lei adaptativa,

6 =T, = Tz, (57)

e o diferenciador hibrido (46) na obtencdo das
fungoes &y (t) e da(t). O comportamento do sis-
tema é apresentado na Figura 1 para o sistema
em malha aberta excitado por um degrau uni-
tario (linha cheia) e para o controlador adapta-
tivo backstepping com uso do diferenciador hi-
brido (linha pontilhada). Adicionalmente, as Fi-
guras 2-4 apresentam o sinal de controle e as duas
funcoes de chaveamento utilizadas?. Note que o
controlador proposto consegue suprimir o ciclo li-
mite, levando o sistema suavemente para a ori-

gem, ¢(00) = ¢(co) = 0. As condicoes iniciais
utilizadas foram ¢(0) = 0.5, p(0) = §(0) = 0, os
parametros do sistema dados por

6 = [0, —26.67, 0.76, —2.92, 0]7

e a constante de tempo dos ailerons, 7 = 0,67. O
ganho adaptativo escolhido foi I' = 0.027, onde I

2Para a lei de controle (56), dois diferenciadores hibri-
dos foram utilizados, um para estimar a fungao &i(t), e
outro para doz(t). Consequentemente, duas fungdes de cha-
veamento foram necessarias.

corresponde a matriz identidade. J4 a inicializa-
¢ao dos parametros estimados foi

6(0) = [0, —36.00, 1.03, —3.94, 0]”

e os parametros do controlador (constantes auxi-
liares), ¢; = ¢a = c3 = 5. Por fim, os parametros
dos diferenciadores hibridos: 71 = 7p2 = 0.01
para os filtros lead; Ai;y1 = Aor1 = Ar2 = Aopo =
10 para os REDs; e d1 = 0.1, dy = 1, A; = 0.02,
Ay = 0.2 para as leis de chaveamento. O método
de integracao numérica utilizado foi o método de
Euler com um passo de integracdo h = 1074,

Comparada a lei de controle original para este
mesmo exemplo?,

u = T|—c3z3— 23+ 5 —|—%
= 323 2 A 20
8062 TA oo 2
= (64+¢ 0)+8¢T¢,~
80&2 80[2 :|
e+ —20 + 58
8¢'r¢ PY; ¢ (58)

a estratégia proposta (56) simplifica significati-
vamente a estrutura do controlador adaptativo
backstepping, uma vez que as derivadas parciais
das fungdes de estabilizagdo «;(t) ndo sdo mais
necessarias. Esta modificacao é muito interes-
sante quando a ordem do sistema é elevada, ou
quando existem muitos parametros desconhecidos
a serem estimados. Em termos de desempenho,
o controlador backstepping original apresenta um
resultado semelhante ao controlador proposto, e
dessa forma, a simulagao do sistema com (58) foi
omitida.

6 Conclusoes e Consideragoes Finais

Neste trabalho, foi apresentado um controlador
adaptativo backstepping para uma classe de siste-
mas nao-lineares. A principal motivacao foi sim-
plificar o controlador adaptativo backstepping ori-
ginal, evitando o uso de derivadas parciais em sua
lei de controle. A ferramenta bésica utilizada foi
um diferenciador hibrido global que combina um
diferenciador linear convencional (filtro lead), e
um diferenciador exato e robusto (Robust Ezact
Differentiator, RED), através de uma lei de cha-
veamento suave. Resultados de simulagao tam-
bém foram apresentados de modo a corroborar os
estudos tedricos.
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