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Abstract— Complex terrains - uneven and slippery - present challenges to trajectory control of outdoor
vehicles. Using a dynamic model already presented by the authors, this paper formulates and analyzes, in
simulation, the control of a robotic vehicle in a complex terrain. An LQR approach is adopted and, to enhance
the controller, a pseudo-control strategy is proposed, inspired by human driver behavior in anticipation of curves,
thus reducing the lateral error along the way.
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Resumo— Terrenos complexos - irregulares e escorregadios - apresentam desafios para o controle de trajetória
de véıculos terrestres. Usando um modelo dinâmico já apresentado pelos autores, este trabalho formula e analisa,
em simulação, o controle de um véıculo robótico em terrenos complexos. Adota-se uma abordagem LQR e, para
aprimorar o controlador, propõe-se uma estratégia de pseudocontrole inspirada no comportamento humano na
antecipação de curvas, resultando em uma redução considerável do erro lateral durante o trajeto.
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1 Introdução

Véıculos terrestres é uma das áreas de grande in-
teresse da robótica (Siegwart et al., 2011). Den-
tro dela, ganharam atenção especial nos últi-
mos anos os estudos focados em véıculos autôno-
mos (Simon, 2010; Snider, 2009; Morin and Sam-
son, 2008; Lenain et al., 2003). Esses estudos se
beneficiaram dos grandes avanços na computação
e na instrumentação nas duas últimas décadas,
que permitiram uma grande velocidade de cálculo
atrelada a uma maior precisão e um menor custo
no sensoriamento (Li et al., 2009).

Um das razões do interesse em véıculos autô-
nomos está na sua vasta aplicação, possibilitando
desde o desenvolvimento de ADAS (Advanced Dri-
ver Assistance Systems, ou Sistemas Avançados de
Aux́ılio ao Condutor, instalados nos véıculos ur-
banos para evitar situações perigosas como derra-
pagens e capotamentos) até o desenvolvimento de
técnicas de controle de trajetória para véıculos do
tipo todo-terreno, que trafegam sobre superf́ıcies
complexas (irregulares e escorregadias). Mode-
los puramente cinemáticos, como os apresentados
em (Morin and Samson, 2008), não são suficientes
para representar o comportamento do véıculo nes-
tas condições de maior complexidade, sendo ne-
cessária a utilização de modelos dinâmicos do véı-

culo, como os apresentados em (Doumiati, 2009)
e (Lenain et al., 2003).

Este trabalho tem como contexto o véıculo
todo-terreno do projeto VERO (VÉıculo RObó-
tico de exterior), idealizado pelo CTI e seus co-
laboradores, dentre eles a UNICAMP e o IST de
Lisboa (Bueno et al., 2009). O projeto VERO
visa o desenvolvimento de estratégias substancial-
mente autônomas para a plataforma robótica da
Figura 1, que conta com direção Ackerman nas
rodas frontais, propulsão nas rodas traseiras rea-
lizada por dois motores elétricos independentes e
suspensão independente nas quatro rodas.

Cordeiro et al. (2012) apresentaram um mo-
delo dinâmico tridimensional para o véıculo e ava-
liaram seu comportamento num terreno plano a
partir dos resultados obtidos por um controlador
LQR de trajetória. Dando continuidade aos tra-
balhos, no presente artigo os autores abordam o
controle LQR do véıculo em condições de terreno
irregular e aderência variável. Além disso, uma
abordagem bioinspirada é acrescentada para me-
lhorar a resposta lateral do controlador.

Assim, este artigo apresenta de forma sucinta
o modelo matemático do simulador (seção 2) e o
controlador LQR (seção 3) abordados por Cor-
deiro et al. (2012). Uma proposta de melhoria



Figura 1: Véıculo robótico do projeto VERO.

ao controlador – denominada PAB (Pseudocon-
trole Antecipativo Bioinspirado) – é introduzida
na seção 4. A seção 5 apresenta a simulação pro-
posta, destacando o terreno complexo e o circuito
realizado, e analisa o desempenho obtido pelo con-
trolador LQR e pela adição do PAB. Por fim são
expostas as conclusões finais dos autores.

2 Modelo Dinâmico Tridimensional

Para simular o comportamento do véıculo, Cor-
deiro et al. (2012) propõem um modelo tridimen-
sional de seis graus de liberdade onde o véıculo é
tratado como um corpo planar com quatro sus-
pensões do tipo mola-amortecedor verticais a ele
(ver Figura 2).

Na figura são apresentados os referenciais uti-
lizados, sendo um referencial global ΓG, um re-
ferencial local ΓL – centrado no CG do véıculo
e coincidente com sua orientação – e os referenci-
ais de cada roda: ΓDE (Dianteira-Esquerda), ΓDD

(Dianteira-Direita), ΓTE (Traseira-Esquerda) e
ΓTD (Traseira-Direita), alinhados com as orien-
tações das mesmas.

Realizando uma análise cinemática e dinâ-
mica – através das equações de Newton-Euler – do
véıculo (Cordeiro et al., 2012), é posśıvel determi-
nar o movimento do mesmo a partir das equações
(1)-(4).

d

dt
~P = St ~V (1)

d

dt
~Φ = R−1 ~ω (2)
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Figura 2: Modelo tridimensional do véıculo.

angular, respectivamente; ~V e ~ω são as velocida-
des linear e angular; S é a matriz de rotação do
referencial ΓG para o ΓL e R a matriz de transfor-
mação da velocidade angular nos ângulos de Euler;
m e J são, respectivamente, a massa e o tensor de
inércia do véıculo; ~FR e ~TR são as forças e tor-
ques atuantes no véıculo (provenientes da intera-
ção pneu-solo); ~g é a aceleração da gravidade; e

por fim, ~FAV e ~TAω são forças e torques aerodinâ-
micos quadráticos, dependentes de ~V e ~ω respec-
tivamente. Todos os vetores são representados em
ΓL, com exceção de ~g, dado no referencial global
e rotacionado ao referencial local pela matriz S.

As forças e torques aplicados sobre o véıculo
são definidos por três componentes do modelo vei-
cular: a direção, a propulsão e as forças de intera-
ção entre o pneu e o solo.

O sistema de direção é responsável pelo di-
recionamento das forças aplicadas sobre os pneus
frontais, considerando-se a dinâmica do esterça-
mento (aproximação de primeira ordem) e os fenô-
menos de histerese e zona morta. A relação entre
o ângulo de direção equivalente do véıculo (δ) e o
ângulo apresentado em cada roda é dado por (5)
através da geometria Ackerman, onde a, b e c são,
respectivamente, as distâncias do CG até a frente,
a traseira e a lateral do modelo veicular proposto.

δDE =
(a + b) tg (δ)

a + b − c tg (δ)
(5a)

δDD =
(a + b) tg (δ)

a + b + c tg (δ)
(5b)

A propulsão é fornecida por motores elétri-
cos DC independentes nas rodas traseiras e inter-
ligados por um diferencial eletrônico que objetiva
simular os efeitos de um diferencial mecânico do
tipo “aberto”. Os motores serão considerados aqui
como motores RL t́ıpicos e equacionados por (6),
onde o torque fornecido (TM ) é proporcional à cor-
rente de armadura.

va = Ra ia + La
d

dt
ia + kΩv ΩM (6a)

TM = kiT ia (6b)



A direção das rodas e o torque obtido pela
propulsão são utilizados para determinar a dinâ-
mica de rotação da roda. Aplicando-se as equa-
ções de Newton-Euler para a rotação obtém-se:

JR Ω̇R = TM − FRx rR − TAΩ (7)

onde JR é a inércia de rotação da roda (inércia
equivalente resultante da adição das inércias da
roda, da transmissão e do motor), rR é o raio da
roda e TAΩ é uma resistência aerodinâmica qua-
drática em função de ΩR.

Finalmente, são definidos os elementos de
força provenientes da interação pneu-solo. Estes
elementos surgem a partir dos fenômenos de es-
corregamento (longitudinal) e derrapagem (late-
ral), sendo eles mensurados pela taxa de escorre-
gamento e pelo ângulo de derrapagem (Cordeiro
et al., 2012), obtidos por (8) e (9) respectivamente.

σ =
V Rx − rR ΩR

V Rx
(8)

α = arctg

(
V Ry
V Rx

)
(9)

Estes parâmetros são utilizados na obten-
ção da forças longitudinais – FRx (σ) – e late-
rais – FRy (α) – e dos momentos de autoalinha-

mento – MR
z (α) – a partir do Modelo de Pacejka

(Pacejka, 2002):

Y (X) = D sin [C arctan (Bζ)]

ζ = (1 − E)X +
E

B
arctan (BX)

(10)

onde os parâmetros são obtidos empiricamente e
dependentes das forças verticais FRz e do coefici-
ente de atrito µ entre o pneu e o solo. As forças
verticais são obtidas pela equação (11) através do
modelo de suspensão (mola-amortecedor) e da de-
formação dz dela.

Fz = cs
d

dt
dz + ks dz (11)

As equações apresentadas foram implementa-
das em software MATLAB/SIMULINK R©, consti-
tuindo um ambiente de simulação para o véıculo.
Informações mais detalhadas sobre esta modela-
gem são encontradas em (Cordeiro et al., 2012).

3 Controlador LQR

O simulador descrito é uma plataforma capaz de
representar o movimento completo de um véıculo.
Agora deseja-se criar um controlador de trajetória
para que o véıculo seja capaz de executar automa-
ticamente trajetos pré-definidos.

Para o desenvolvimento do controle, este si-
mulador é utilizado com dois propósitos: o pri-
meiro consiste em prover uma plataforma de tes-
tes para validar o controle, e o segundo consiste
em utilizá-lo para obter modelos lineares simplifi-
cados – aplicados na śıntese dos controladores.

Em (Cordeiro et al., 2012) os autores apre-
sentaram dois métodos para obtenção de modelo
lateral do véıculo a partir da simplificação e li-
nearização do seu modelo completo. Dentre eles,
destacou-se com melhores resultados um modelo
de três estados denominado de modelo “cinemá-
tico”. Este modelo é baseado numa representação
do tipo “bicicleta” do véıculo e é composto de três
estados: as posições lateral (y) e angular (ψ) – ob-
tidas pelas equações cinemáticas – e a velocidade
angular (r) – proveniente de uma aproximação de
primeira ordem. Assim, a equação (12) representa
o modelo “cinemático” em espaço de estados.

 ẏ

ψ̇
ṙ

 =

 0 uref 0
0 0 1
0 0 ar

  y
ψ
r

 +

 0
0
br

 δcmd (12)

Além deste modelo lateral, um modelo longi-
tudinal foi adicionado baseado no mesmo modelo
“bicicleta”. Sua representação em espaço de esta-
dos é dada em (13), sendo a posição longitudinal
(x) dada pelas equações cinemáticas e a veloci-
dade (u) aproximada por uma função de primeira
ordem cuja entrada é o comando de velocidade
(ucmd) enviado para o regulador de velocidade dos
motores calcado na cinemática proveniente da ge-
ometria Ackerman (Martins et al., 2011).

[
ẋ
u̇

]
=

[
0 1
0 au

] [
x
u

]
+

[
0
bu

]
ucmd (13)

A partir de (12) e (13), um controlador LQR
é sintetizado. O método LQR tem como objetivo
criar um controlador que seja capaz de minimizar
um função de custo dada pela ponderação quadrá-
tica dos erros dos estados e dos esforços de con-
trole. Esta ponderação é realizada pelas matrizes
de ponderação (QLQR e RLQR).

Para o caso aqui descrito, δcmd e ucmd são
os esforços de controle. Os erros dos estados (xe,
ue, ye, ψe e re) são obtidos pela diferença entre
os estados atuais do véıculo e os estados de um
véıculo de referência que realiza o trajeto de forma
ideal com uma velocidade constante uref .

4 Pseudocontrole Antecipativo
Bioinspirado

A resposta de posição lateral do véıculo é um parâ-
metro fortemente ligado à segurança na condução
pois na grande maioria dos locais de locomoção
existem limitações no terreno. Resultados obtidos
por Cordeiro et al. (2012) mostram que os grandes
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Figura 3: Proposta de redução de velocidade antes
das curvas.

erros de posição lateral ocorrem nas entradas das
curvas. Para melhorar o desempenho nestas situa-
ções, este trabalho se inspirou no comportamento
humano ao conduzir um véıculo.

Um motorista apresenta duas reações t́ıpicas
ao se aproximar de curvas: 1) Reduz a velocidade
do véıculo e 2) inicia a curva alguns metros antes
dela ocorrer de fato, aproveitando ao máximo a
largura da faixa pela qual transita. Baseado nes-
tas observações, propõe-se aqui uma atuação na
referência do véıculo a partir da antecipações das
curvas. A este processo deu-se o nome de Pseudo-
controle Antecipativo Bioinspirado (PAB).

Para possibilitar que o véıculo reduza a ve-
locidade antes da curva, considera-se a referência
do véıculo e uma referência futura (tfut segundos
à frente), como representado na Figura 3. Dada
a diferença angular λ entre a orientação do véı-
culo de referência atual com o véıculo futuro, se
esta for nula, então o véıculo futuro continuará no
mesmo segmento de reta e, portanto, não haverá
uma curva à frente. Já se λ não for nulo, então
o véıculo futuro estará realizando uma curvatura
onde λ será tão maior quanto for a curvatura.

A partir de λ, a velocidade do véıculo de re-
ferência é reduzida para ûref , que é fornecida por
(14), onde kλ é uma constante de proporcionali-

xatr

xatr

Referência

Veículo

Figura 4: Atraso para permitir ińıcio antecipado
da curva.

dade para ajustar a influência de λ na nova velo-
cidade de referência.

ûref = uref cos (kλ λ) (14)

Para a outra reação humana observada, como
o controle de trajetória é feito pelo seguimento
de um véıculo de referência, para iniciar a curva
alguns instantes antes basta que o véıculo esteja
sempre alguns metros atrás do véıculo de referên-
cia (xatr). Assim, como mostra a Figura 4, se a
referência iniciar a curva, o véıculo também a ini-
ciará, apesar de estar alguns metros atrás.

5 Simulação e Resultados

O controlador LQR proposto é implementado
junto ao simulador desenvolvido , onde as matrizes
de ponderação QLQR e RLQR priorizam minimi-
zar os erros de velocidade e o esforço de controle
da direção. Seu comportamento é avaliado du-
rante a execução de uma trajetória em condições
de terreno irregular com variação de aderência, cu-
jas irregularidades são dadas pela sobreposição de
senoides de 2cm de amplitude (4cm pico a pico) e
peŕıodo de 40cm. A Figura 5 apresenta um espaço
de 5m x 5m do terreno idealizado.

A representação do terreno no simulador é
feita por uma grelha de pontos discretizada em
quadrados de 10cm x 10cm, onde cada célula pos-
sui uma cota e um coeficiente de atrito associado.

O trajeto proposto é apresentado na Figura
6. Ele inicia no ponto (0, 0) e segue em linha reta
por 125m. Então, uma curva de meia circunferên-
cia (raio de 40m) é realizada no sentido horário e
continuada por uma circunferência completa (raio
de 20m) no sentido anti-horário. Para finalizar
o circuito em “oito”, uma circunferência completa
(raio de 40m) é realizada no sentido horário. Ao
fim do “oito” segue uma reta de 125m e, então,
inicia-se uma curva fechada à direita – um quarto
de circunferência (raio de 15m), seguindo em li-
nha reta até o ińıcio de uma última curva igual à
anterior, retornando ao ponto (0,0) e repetindo o
trajeto de 125m em linha reta.

A velocidade de referência para a execução do
trajeto é de 8m/s, sendo que o véıculo inicia ali-
nhado com a pista e na velocidade desejada, mas
com um erro lateral inicial de 2m. Na Figura 6, a
área em branco representa um terreno de grama
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Figura 5: Amostra do tipo de terreno utilizado.
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Figura 6: Trajetória proposta para simulação.

seca (µ = 0.6) e a área em azul claro representa
uma região de grama úmida (µ = 0.4). A resposta
obtida pelo controlador LQR nestas condições é
apresentada na Figura 7.

Pode-se ver da figura que os erros (late-
rais e longitudinais) obtidos em grama seca são
baixos. Nestas condições os escorregamentos e
derrapagens encontram-se na faixa onde as for-
ças de interação solo-pneu são lineares (Cordeiro
et al., 2012). Além disso, o terreno irregular cria
variações nas forças verticais, alterando os escorre-
gamentos e derrapagens. Ademais, o terreno irre-
gular afeta a trajetória realizada, sendo necessário
ajustes na direção (pequenas oscilações).

Já quando o véıculo se encontra na zona de
aderência reduzida (durante as curvas mais fecha-
das), os efeitos de escorregamento e derrapagem
são muito acentuados, resultando em altos erros
longitudinais e laterais. Nestes condições o aco-
plamento entre forças longitudinais e laterais afeta
ainda mais a resposta. Durante a execução da
curva tem-se altos valores de escorregamentos e
derrapagens simultaneamente, o que causa uma
forte desaceleração do véıculo pois as forças lon-
gitudinais são insuficientes para manter a veloci-
dade. Essas forças só voltam a ser suficientes no
fim das curvas – quando a derrapagem diminui –
permitindo a aceleração do véıculo até a veloci-
dade de referência.

Buscando diminuir o erro lateral, adiciona-se
o PAB ao controlador LQR. A Figura 8 compara
os erros longitudinal e lateral obtidos com e sem
o pseudo-controle.

Analisando as respostas, é posśıvel observar
que a adição do PAB reduziu o pico de erro lateral,
sendo que a resposta de erro na última curva foi
reduzida abruptamente (redução superior a 80%).
Em contrapartida, a resposta longitudinal é infe-
rior à obtida pelo LQR puro, sendo que sua utiliza-
ção causa um acréscimo de 2.4s ao tempo final do
circuito. Entretanto, é interessante ressaltar que
a utilização do PAB apresentou uma melhor uti-
lização das forças de interação durante as curvas
fechadas, resultando numa melhor resposta longi-
tudinal nas condições de altos escorregamentos e
derrapagens simultâneos.
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Figura 7: Respostas obtidas pelo véıculo com con-
trolador LQR (sem PAB) a 8m/s.
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Figura 8: Comparação entre os erros obtidos pelo
LQR ( ) e pelo LQR+PAB ( ).

6 Conclusões

O simulador proposto pelos autores mostrou-se ca-
paz de representar o movimento do véıculo na-
vegando sobre terrenos complexos, mostrando o
efeito da variação da distribuição de forças nas
rodas e a alta variação de escorregamentos e der-
rapagens em condição de baixa aderência.

O controlador LQR foi capaz de executar a
trajetória neste tipo de terreno. Entretanto, por
ser baseado em um modelo cinemático e desaco-
plado, mostrou dificuldades em situações de altos
escorregamentos e derrapagens.

A adição do PAB possibilitou uma melhora
significativa na resposta lateral do véıculo e pro-
porcionou um melhor acoplamento entre os mo-
delos longitudinal e lateral. Apesar de afetar a
performance longitudinal, é uma solução útil, con-
siderando a relevância do controle lateral na segu-
rança durante a navegação.

Na sequencia dos trabalhos, as estratégias
aqui apresentadas serão implementadas e vali-
dadas experimentalmente na plataforma VERO.
Posteriormente, serão abordadas estratégias de
controle não linear baseadas na estimação de ca-
racteŕısticas dinâmicas do véıculo, objetivando
um controle eficiente sobre as forças de interação
pneu-solo.
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Campina Grande, PB.

Doumiati, M. (2009). Embedded estimation of
vehicle’s vertical and lateral tire forces for
behavior diagnoses on the road, PhD the-
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