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Abstract— The 3D reconstruction of a scene using two uncalibrated images is a challenging task. The 3D
reconstruction of the scene is realized in three steps: feature point determination by the SIFT (Scale Invariant
Feature Transform), mapping of the feature points, and refinement of the mapping by the RANSAC (RANdom
SAmple Consensus) with epipolar geometry evaluation. The determination of the correct epipolar geometry is
a combinatorial problem, where the best set of 7 pairs of feature points is searched. As the RANSAC is a non
deterministic algorithm that can not distinguish between incorrect and correct feature points mappings. In this
work, it is assumed that three pairs of feature points preserve its topological orientation independently of how
they are seen, what turns the RANSAC more robust. The error analysis is done using the epipolar distance, then
the metric reconstruction is presented. Some results comparing the conventional RANSAC and the improved
RANSAC are shown. The improve RANSAC showed a better performance.
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Resumo— A reconstrução 3D de uma cena utilizando duas imagens não calibradas é uma atividade complexa.
A reconstrução 3D automática é realizada pelo encadeamento de três passos: determinação de pontos caracteŕıs-
ticos pelo SIFT (Scale Invariant Feature Transform), mapeamento dos pontos caracteŕısticos, e refinamento do
mapeamento pelo RANSAC (RANdom SAmple Consensus) com avaliações da geometria epipolar. A determi-
nação da geometria epipolar correta é um problema combinatório, em que se procura pelo melhor conjunto de 7
pares de pontos caracteŕısticos. Como o RANSAC é um algoritmo não determińıstico que não consegue discer-
nir pares de pontos caracteŕısticos incorretos dos corretos. Neste trabalho, assume-se que três pares de pontos
caracteŕısticos preservam a sua orientação topológica independentemente da forma como são vistos, tornando o
RANSAC mais robusto. É feita a análise dos erros pela distância epipolar, em seguida a reconstrução métrica é
apresentada. Alguns resultados comparam o RANSAC convencional e o proposto.
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1 Introdução

A recuperação da informação 3D utilizando ima-
gens 2D pode ser realizada através de duas abor-
dagens: varredura por laser (Takimoto et al.,
2013) e através da visão computacional. Na visão
computacional, a partir de duas imagens é posśıvel
recuperar informações que podem ser usadas para
a reconstrução 3D. Existem dois métodos princi-
pais representantes desta abordagem. O primeiro
depende de uma prévia calibração da câmera para
determinar sua posição relativa a um sistema de
coordenadas de referência (Ito, 1991). Numa cali-
bração tradicional, utiliza-se um objeto de referên-
cia espacial. A principal vantagem desta aborda-
gem é a sua precisão, no entanto, a sua principal
desvantagem ocorre em sistemas onde as carac-
teŕısticas ótica e geométrica da câmera mudam
dinamicamente. A segunda abordagem é base-
ada na recuperação da geometria epipolar a partir
de duas imagens não calibradas. Uma aplicação
utilizando a geometria epipolar foi primeiramente
publicada por Longuet-Higgins (1981). A obten-
ção da informação 3D a partir de imagens pode

ser utilizada em diversas aplicações, por exem-
plo, na navegação de robôs móveis (van der Zwaan
et al., 2002), medicina, arqueologia e arquitetura
(Dias et al., 2006).

A recuperação da geometria epipolar entre câ-
meras não calibradas usualmente é realizada em
três etapas: determinação dos pontos caracteŕıs-
ticos, mapeamento dos pontos caracteŕısticos, e
estimação da geometria epipolar. Neste trabalho
o SIFT (Lowe, 1999) é utilizado para determinar
pontos caracteŕısticos. O RANSAC será utilizado
para determinar a geometria epipolar pelo mapea-
mento de pontos caracteŕısticos (Fischler and Bol-
les, 1981). Esta é uma tarefa dif́ıcil, pois o RAN-
SAC não modela o processo de mapeamento, e é
uma caixa preta que cria diversas tentativas de
correspondência sem direção.

Assim, neste trabalho, propõe-se um aprimo-
ramento de modo a guiar o RANSAC com agru-
pamentos de pontos caracteŕısticos segundo triân-
gulos coerentemente orientados. É assumido que
três pontos caracteŕısticos viśıveis em cenas pró-
ximas precisam preservar a sua orientação inde-
pendentemente da forma como eles são vistos. A



Figura 1: Descritores SIFT.

geometria epipolar é determinada utilizando pelo
menos 7 pares de pontos caracteŕısticos. A infor-
mação 3D é recuperada utilizando as matrizes de
câmera e uma referência adicional é fornecida para
encontrar o fator de escala. Este artigo está estru-
turado da seguinte maneira: alguns conceitos bá-
sicos são apresentados na seção 2 (pontos caracte-
ŕısticos determinados pelo SIFT, cálculo da matriz
fundamental por 7 pares de pontos corresponden-
tes e refinamento da correpondência inicial pelo
RANSAC), na seção 3 é apresentado o RANSAC
com melhorias (incluindo a coerência topológica),
a seção 4 apresenta a análise de erros, a seção 5
apresentação a reconstrução métrica, os resulta-
dos são apresentados na seção 5 e as conclusões
na seção 6.

2 Determinação dos Pontos
Caracteŕısticos e Cálculo da Matriz

Fundamental Utilizando Pontos
Correspondentes

Os pontos caracteŕısticos são determinados pelo
SIFT (Lowe, 1999) que representa pontos carac-
teŕısticos por meio de descritores (os descritores
são vetores de caracteŕısticas da imagem ou de de-
terminadas regiões da imagem e podem ser usados
para comparar regiões em imagens diferentes). Os
vetores de caracteŕısticas são invariantes à escala,
translação, rotação e parcialmente invariantes à
iluminação e transformação afim como a projeção
3D. O SIFT foi proposto por Lowe (1999) para
extrair as caracteŕısticas distintas e invariantes da
imagem. A Fig. 1 mostra alguns descritores SIFT
detectados na imagem.

Após a determinação dos pontos caracteŕısti-
cos, a correspondência entre os pontos caracteŕıs-
ticos é feita através da semelhança métrica entre
os descritores. Dentre essas métricas, as mais co-
muns incluem a soma do quadrado da diferença,
a soma absoluta das diferenças e a correlação nor-
mal.

Supondo que existe uma aproximação inicial

para o mapeamento dos pontos caracteŕısticos, a
geometria epipolar (Hartley and Zisserman, 2000)
fornece informações para identificar erros no ma-
peamento e refinar a aproximação inicial para o
mapeamento dos pontos. Segundo esta geometria,
qualquer ponto m no espaço 3D, forma com os
centros de projeção das imagens um plano, que in-
terceptará os dois planos de projeção (ou as duas
imagens) em uma linha que passará necessaria-
mente pelos pontos epipolares. A expressão ma-
temática que relaciona os pontos correspondentes
em imagens diferentes é (Luong et al., 1993)

mT · F ·m′ = 0 (1)

onde F é uma matriz 3×3 chamada de matriz fun-
damental. m é um ponto da imagem e m′ é o seu
ponto correspondente na outra imagem. Em par-
ticular, para m = (x, y, 1)T e m′ = (x′, y′, 1)T ,
cada par de pontos correspondentes determina
uma equação linear em função dos elementos de F.
Considerando-se n pares de pontos corresponden-
tes e denominando f como um vetor de 9 elementos
composto pelos coeficientes de F, obtém-se

A · f = 0 (2)

onde A representa um sistema homogêneo de
equações lineares, e f pode ser determinado a me-
nos de um fator de escala. Para que exista uma
solução, A deve ter posto no máximo 8, caso em
que a solução é única, determinada pelo gerador
do espaço nulo à direita de A.

A matriz fundamental será recuperada pelo
algoritmo de 8 pontos correspondentes normali-
zado (Karlstroem, 2007). Este algoritmo envolve
a solução por mı́nimos-quadrados de um sistema
de equações. O algoritmo original foi formulado
por Longuet-Higgins (1981), e a chave para o seu
bom desempenho é a normalização adequada e sis-
temática dos pontos correspondentes. Neste algo-
ritmo, uma transformação de translação e escalo-
namento aplicada sobre os pontos das imagens an-
tes da construção do sistema de equações A · f = 0
garante melhores condicionamento e estabilidade,
sem aumento significativo da complexidade do al-
goritmo.

A normalização consiste na translação e es-
calonamento de cada imagem de forma que o cen-
tróide dos pontos de referência seja deslocado para
a origem do sistema de coordenadas da imagem e
a distância quadrática média destes pontos em re-
lação à origem seja

√
2. No caso da matriz A ter

posto 7, é posśıvel determinar um conjunto de so-
luções para a matriz fundamental utilizando-se a
restrição de singularidade (já que F tem 7 graus
de liberdade). O caso mais importante é aquele
em que são conhecidas apenas 7 pares de pontos
correspondentes, gerando uma matriz A7×9, ge-
ralmente de posto 7.

Pelo mapeamento de pontos caracteŕısticos a
matriz fundamental pode ser determinada. No en-
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Figura 2: Triângulo à esquerda é referência e à
direita existem dois triângulos, sendo um coeren-
temente orientado em relação à referência e outro
incoerentemente orientado.
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Figura 3: Algoritmo proposto.

tanto, na prática os pontos correspondentes po-
dem estar mapeados de forma incorreta, ou seja,
existe a possibilidade de se mapear falsos positivos
devido à oclusão e à ambiguidade. O mapeamento
incorreto dos pontos caracteŕısticos são os outliers.
Existe a necessidade de se determinar o conjunto
de inliers a partir da correspondência para que a
matriz F seja melhor estimada. O RANSAC pro-
posto por Fischler and Bolles (1981) é um estima-
dor comumente utilizado para determinar o ma-
peamento correto de pontos caracteŕısticos. En-
tretanto, o RANSAC não modela o processo de
mapeamento, sendo posśıvel que ele convirja para
situações não reais.
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Figura 4: Modelo plano representando 7 pontos
caracteŕısticos selecionados na primeira imagem.
Todos os triângulos estão coerentemente orienta-
dos.

3 Melhorias para o RANSAC

Este trabalho propõe uma melhoria no RANSAC
ao incluir uma consistência topológica entre os
triângulos mapeados. Três pontos caracteŕısticos
que estejam presentes em ambas as imagens de-
vem ser coerentemente orientados. A Fig. 2 exibe
três triângulos, sendo que o triângulo [P1, P2, P3]
está na primeira imagem, e que os triângulos
[P ′1, P

′
2, P

′
3] e [Pa′1, Pa′2, Pa′3] estão na segunda

imagem. Considere duas posśıveis correspondên-
cias entre pontos caracteŕısticos entre as duas ima-
gens: C1 = [P1 ↔ P ′1, P2 ↔ P ′2, P3 ↔ P ′3] e
C2 = [P1 ↔ Pa′1, P2 ↔ Pa′a2, P3 ↔ Pa′3]. A
correspondência definida por C1 é incorreta pois
ambos os triângulos possuem orientações incoe-
rentes. Por outro lado, C2 está correta. É rele-
vante mencionar que pontos caracteŕısticos coli-
neares não podem ser utilizados na determinação
da matriz fundamental.

Assim, os mapeamentos entre pontos carac-
teŕısticos são definidos pelo algoritmo do vizinho
mais próximo (Muja and Lowe, 2009) e por triãn-
gulos coerentemente orientados.

A Fig. 3 fornece um fluxograma do algoritmo
proposto. O algoritmo inicia selecionando 3 pares
de pontos caracteŕısticos coerentemente orienta-
dos, em seguida um novo ponto é acrescentado,
sempre formando triângulos coerentemente orien-
tados. Fig. 4 exibe um conjunto de 7 pontos coe-
rentemente orientados.

No segundo passo, a matriz fundamental é es-
timada e os inliers e outliers são identificados. Os
inliers são pares de pontos caracteŕısticos que es-
tão em acordo com a geometria epipolar, enquanto
que outliers são pares que estão em desacordo.
Para este fim, um limiar é definido. Os inliers
são agrupados em triângulos coerentemente orien-
tados na imagem de referência (como exibido na
Fig. 4) e verifica-se se eles estão mapeados a triân-
gulos coerentemente orientados na outra imagem.
Os inliers que estão coerentemente orientados nas
duas imagens são identificados, e os outros são
classificados como outliers.

A taxa de inliers é definida por pin = nin

N



onde nin é o número de inliers e N é o número
total de pares de pontos caracteŕısticos. Se pin é
maior que um limiar então o algoritmo convergiu.

4 Análise de Erros

Como o rúıdo afeta de forma significativa o cál-
culo de F, e pelo fato de existir a possibilidade de
falsos positivos estarem presentes nos dados cole-
tados, é muito importante avaliar o erro no cálculo
de F para que a informação geométrica possa ser
interpretada corretamente. Além disso, a covari-
ância da matriz fundamental pode ser usada para
calcular a incerteza da reconstrução projetiva. É
posśıvel quantificar o erro a partir da distância
epipolar (em pixels), que é a distância entre um
ponto na imagem m e a sua linha epipolar cor-
respondente l dado pela matriz F. Dado F, um
par de pontos caracteŕısticos m↔ m′ e as linhas
l = FTm′ e l′ = Fm, a distância (em pixels) entre
os pontos caracteŕısticos e a linha pode ser calcu-
lada por

d =

∣∣mTFTm′
∣∣√(

fT
1 m

)2
+
(
fT
2 m

)2 (3)

d′ =

∣∣m′TFm
∣∣√(

f1Tm′
)2

+
(
f2Tm′

)2 (4)

onde fj é a coluna j da matriz F e f j é a linha j
da matriz F. A soma da distância para N pontos
correspondentes é∑(

d(m′i,Fmi)
2 + d(mi,F

Tm′i)
2
)

(5)

Nota-se que o erro é calculado considerando todas
as correspondências obtidas na imagem, não so-
mente os 7 usados no cálculo de F. O RANSAC
não minimiza o erro diretamente, mas utiliza o
erro para determinar inliers e outliers.

5 Reconstrução Métrica

Após encontrar a matriz fundamental entre duas
imagens, ela será utilizada em conjunto com in-
formações adicionais para realizar a reconstrução
real da cena. A reconstrução da cena é definida
pelas suas matrizes de câmera, com as quais pode-
se determinar a localização 3D dos pontos carac-
teŕısticos das imagens.

Nesse processo de reconstrução, as matrizes
de câmera P e P′, assim como os pontos 3D Mi

são calculados de modo que

mi = P ·Mi e m′i = P′ ·Mi (6)

para um conjunto de pontos correspondentes entre
duas imagens {mi ↔ m′i}, onde tanto as matrizes
de câmera (P,P′), como a posição e a orientação
dos pontos 3D Mi são desconhecidos.

Figura 5: Imagens utilizadas na recuperação da
geometria epipolar.

Figura 6: Linhas conectando os pontos caracteŕıs-
ticos correspondentes obtida através do SIFT.

Caso hajam pontos correspondentes sufici-
entes para permitir que a matriz fundamental
seja calculada unicamente, a cena pode ser re-
constrúıda com uma ambiguidade projectiva. A
ambiguidade na reconstrução pode ser reduzida
fornecendo-se informações adicionais sobre a câ-
mera ou cena.

Para cada imagem, tem-se m = P ·M , m′ =
P′ · M , e estas equações podem ser combinadas
para formar um sistema A · M = 0, que é li-
near em M . Inicialmente, elimina-se o fator de
escala homogêneo através do produto vetorial, re-
sultando em três equações para cada ponto da
imagem, duas das quais são linearmente indepen-
dentes. Para a primeira imagem, m′ · (P ·M) = 0,
tem-se

x(pT3 ·M)− (pT1 ·M) = 0
y(pT3 ·M)− (pT2 ·M) = 0
x(pT2 ·M)− y(pT1 ·M) = 0

(7)

onde os vetores pTi são linhas de P. Uma equação
da forma A ·X = 0 pode ser reescrita

A ·M =


x(pT3 ·M)− (pT1 ·M)
y(pT3 ·M)− (pT2 ·M)

x′(p
′T
3 ·M)− (p

′T
1 ·M)

y′(p
′T
3 ·M)− (p

′T
2 ·M)

 = 0 (8)

Figura 7: Linhas conectando os pontos caracteŕıs-
ticos correspondentes obtido pelo RANSAC (falso
positivos são mostrados em azul).



Figura 8: Linhas epipolares obtidas a partir da
matriz fundamental.

Figura 9: Linhas epipolares obtidas utilizando o
método proposto. As linhas vermelhas indicam os
falsos positivos e os ćırculos vermelhos indicam os
falsos positivos no espaço 3D.

Este sistema de equações é sobre-determinado,
uma vez que a solução é dada a menos de um fator
de escala. A solução corresponde ao vetor singu-
lar relativo ao menor valor singular de A e pode
ser resolvido através da SVD (Single Value De-
composition) de A. Este método não é projetivo-
invariante e necessita de uma referência adicio-
nal para encontrar o fator de escala e a solução
correta. Isto pode ser obtido através do conheci-
mento da localização de alguns pontos no sistema
de coordenadas global.

6 Resultados

A recuperação da geometria epipolar de maneira
automática envolveu a implementação de três al-
goritmos: o SIFT para a identificação dos pontos
caracteŕısticos, o cálculo da matriz fundamental
e o RANSAC para o refinamento dos pontos cor-
respondentes. A partir da geometria epipolar, re-
cuperada com esses algoritmos, foi posśıvel deter-
minar corretamente as coordenadas global de um
objeto na cena. As imagens utilizadas foram cap-
turadas movendo-se a mesma câmera (vide Fig. 5).

Inicialmente o SIFT foi aplicado em ambas
as imagens para se obter um conjunto de pon-
tos correspondentes. Em seguida um mapeamento
inicial foi determinado, o resultado deste mapea-
mento pode ser visualizado na Fig. 6. Neste ma-

Figura 10: Linhas epipolares obtidas utilizando o
método de RANSAC. As linhas vermelhas indicam
os falsos positivos e os ćırculos vermelhos indicam
os falsos positivos no espaço 3D.

peamento inicial existem alguns falsos positivos
sendo necessário refinar a solução. A solução foi
refinada pelo RANSAC com avaliação da geome-
tria epipolar a partir do conjunto de pontos corres-
pondentes (vide Fig. 10). O número de iterações
para convergência do RANSAC foi reduzido com
a nova proposta em que a orientação topológica
entre triângulos mapeados é preservada. Ao final
do processo, a geometria epipolar das duas ima-
gens foi recuperada. A Fig. 8 mostra as linhas
epipolares obtidas. É posśıvel comparar ambos
os algoritmos através da análise da Tabela 1, que
mostra o número de falsos positivos juntamente
com o erro para um dado threshold. É posśıvel
notar que o RANSAC utilizando o método pro-
posto fornece menores números de falsos positivos
e erros, apresentando melhoras na qualidade dos
dados obtidos. Além disso, foi posśıvel verificar
que o erro no mapeamento dos pontos afeta a re-
cuperação da matriz fundamental. À medida que
aumenta os falsos positivos detectados como po-
sitivos, o erro da matriz fundamental aumenta le-
vando a uma reconstrução com erros. A partir da
matriz fundamental e após remover a ambiguidade
projetiva, os pontos no espaço 3D foram recons-
trúıdos. Os pontos 3D recuperados nesse processo
geram uma nuvem de pontos que podem ser usa-
dos para modelar a superf́ıcie 3D do objeto. As
Figs. 9 e 10 exibem os pontos 3D do mesmo objeto
considerando diferentes vistas. É posśıvel visua-
lizar que o número de falsos positivos nas linhas
epipolares é menor utilizando o método proposto
quando comparado com o método de RANSAC
clássico.

Ambos os algoritmos (RANSAC convencio-
nal e aprimorado) convergem para resultados dis-
tintos. O RANSAC convencional encontrou um
conjunto de mapeamento de pontos caracteŕısti-
cos que definiu uma taxa de inliers suficiente para
determinar a convergência do algoritmo para uma
situação não realista. Enquanto que para todas as



Tabela 1: Comparação do RANSAC com o mé-
todo proposto (PMet) para a“caixa na superf́ıcie”.
Th = Threshold, FI = número de falsos positivos,
GE = Erro geométrico (em pixels), T = Tempo
de processamento (segundos)

Th
RANSAC P Met

FI GE T FI GE T
0,0001 4 0.66 3.0 1 0.50 12.5
0,0002 15 1.21 3.4 3 0.93 15.3
0,0003 7 2.46 3.8 4 1.45 17.0
0,0004 19 1.76 4.8 2 1.19 18.0
0,0005 10 1.72 5.4 1 1.36 21.5
0,0006 2 1 3.86 5.7 1 1.66 21.0
0,0007 10 3.04 5.7 4 1.79 21.0
0,0008 20 3.02 5.7 3 1.80 20.8
0,0009 6 3.28 5.6 2 1.04 20.4
0,0010 11 3.99 5.8 2 1.80 20.3
0,0020 18 7.82 5.7 5 3.01 20.4
0,0030 24 10.43 5.7 4 5.61 20.3
0,0040 24 26.34 5.8 2 6.03 20.3
0,0050 22 23.66 5.6 7 5.88 20.1
0,0060 30 29.58 5.6 8 6.53 20.2
0,0070 27 26.97 5.6 7 9.88 20.2
0,0080 30 46.63 5.3 19 1.99 20.2

execuções do RANSAC aprimorado, a convergên-
cia ocorreu para resultados reais.

7 Conclusões e Trabalhos Futuros

A partir dos resultados foi posśıvel verificar que
os algoritmos SIFT e RANSAC podem ser utili-
zados para recuperar os pontos 3D de uma cena.
Além disso, a análise do sistema de coordenadas
global mostrou que a reconstrução métrica do ob-
jeto foi obtida corretamente. O método proposto
baseado em triângulos coerentemente orientados
se mostrou eficiente na eliminação de mapeamen-
tos incorretos, e a geometria epipolar foi deter-
minada com menos iterações quando comparado
ao algoritmo RANSAC convencional. Para traba-
lhos futuros, é necessário melhorar a qualidade da
reconstrução 3D aplicando uma reconstrução da
superf́ıcie.
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