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Abstract— Using a fuzzy Lyapunov function and a well-known right-haidee relaxation method, less conservative conditions
for stabilization of switched TS fuzzy systems with PDC coliers are given. The approach is based on the solutiomeéti
matrix inequalities, which can be efficiently solved by cexnprogramming techniques. A numerical example illusgrdte
efficiency of the proposed result.
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Resumo— Usando uma funcéo de Lyapunov fuzzy e um consagrado métoaded@céo a direita, condicdes menos conserva-
doras para a estabilizacé@o de sistemas fuzzy TS chaveatiosociroladores PDC sao propostas. O método é baseado pasolu
de desigualdades matriciais lineares, as quais podem sinefimente resolvidas por técnicas de programagdo canugm
exemplo numérico ilustra a eficiéncia do método proposto.

Palavras-chave— Controladores fuzzy PDC, sistemas fuzzy TS chaveadospésnge Lyapunov fuzzy, desigualdades matrici-
ais lineares (LMIs).

1 Introducgéo démicos a complexos processos industriais, tais como, con-
trole de aeronaves, controle de trafego aéreo e controle de
Controladores fuzzy PDC (do inglés, Parallel Distributed processos quimicos (Chiou et al., 2010). Além disso, o
Compensation) representam uma ferramenta simples e efchaveamento de sistemas produz caracteristicas e compor-
ciente para a abordagem de projetos de controle em sisteiamentos n&o encontrados nos subsistemas isolados. Por
mas fuzzy Takagi Sugeno (TS) (Takagi and Sugeno, 1985)exemplo, um sistema chaveado que possui todos os subsis-
Essa metodologia consiste em projetar um controlador li-temas estaveis pode apresentar trajetérias divergents pa
near para cada modelo local do sistema fuzzy TS, e entéogertas leis de chaveamento, ou o contrério, um chaveamento
obter o controlador global a partir de uma combinagéo fuzzyadequado pode estabilizar um sistema chaveado que possua
dos controladores locais (Tanaka and Wang, 2001). subsistemas instaveis (Colaneri et al., 2008). Conseguent
Normalmente, as condicdes de existéncia dos ganhosnente, uma questio importante para o problema de estabi-
locais estabilizantes s&o obtidas empregando o método diidade de sistemas chaveados diz respeito a lei de chavea-
reto de Lyapunov. Esse método consiste em verificar a exismento a ser adotada. Este trabalho é focado em leis de cha-
téncia de uma funcab : IR" — IR de class&’, satisfa-  veamento dependentes dos estados (do inglés “state-driven
zendo as seguintes propriedades: switching method”), ou seja, os estados s&o usados como si-
nais de controle para determinar uma regra de chaveamento
gue em conjunto com um controlador fuzzy PDC assegurem
a estabilizacdo do sistema chaveado. Esse tipo de estratégi

Vx(t) # 0. Com esse método é possivel estudar a estabi-

. . s ~ ntrole ainda foi xplor m geral os resul-
lidade de sistemas dinAmicos sem conhecer suas solugoe‘ge controle ainda foi pouco explorada e em geral os resu

. ~ . N Lo fados encontrados na literatura usam uma funcéo de Lya-
O problema é que ndo existe uma maneira sistematica para

obter a funcad’ (x(t)) e o que se faz, em geral, & investi- punov quadratica (FLQ) simples (Yang et al., 2008; Chiou

P ~ i . t al., 2010; Ojleska et al., 2011) ou mdltipla (Shuliang
f f - ; :
gar a existéncia de fun¢bes quadraticas satisfazendo-as regt al. 2009; Jabri et al., 2012) para o projeto do contro-

tricbes (1). Na literatura é possivel encontrar uma grande] dor. No entanto. i4 é conhecido na literatur FL
variedade de resultados sobre a aplicacéo de controladoreg_©!- N0 entanto, ja € connecido na fiteratura que Qs

PDC em sistemas fuzzy TS (Tanaka and Wang, 2001; Ar_cgndyzem a resultados conservadores e que em certos casos
rifano et al., 2006; Faria et al., 2011; Faria, Silva and Oli- "2° € possivel encontrar uma FLQ para um sistema esta-
' : i ’ ' vel. Uma maneira simples de obter condigbes menos con-

veira, 2013; Lee et al., 2011). Porém, ainda existem poucos . ;
) P ervadoras para o projeto de controladores PDC consiste em

resultados sobre esse tema para sistemas fuzzy TS chave -
dos P y usar fungbes de Lyapunov fuzzy (FLF). Essa classe de fun-
Nos Ultimos anos sistemas chaveados tém sido bastant%Ges de Lyapunov permite usar propriedades de funcges de

S~ ~ . ertinéncia para adicionar variaveis de folga nas ressico
estudados. As aplicacBes vao desde simples problemas achS P 9 &

V(0) =0, V(x(t)) >0eV(x(t)) <0, (1)



LMI do problema. Em (Faria, Valentino and Oliveira, 2013) De (3) obtém-se as seguintes propriedades:

foi proposto um método baseado em FLFs que obtém re- v

sultados menos conservadores que os existentes em (Chiou P

etal., 2010). D k=0, Wpe N, @
Tendo em vista a eficiéncia de FLFs para a estabiliza-

¢éo de sistemas fuzzy TS chaveados, neste trabalho FLFS

sdo usadas para a obtencdo de condicOes relaxadas para o , ., 2 N /o 2

projeto de controladores fuzzy PDC. A relaxacdo das LMIs (Z hnk> o1 Z (Z hu) =

€ obtida explorando propriedades de fungGes de pertinéncia  \ ;= N-1 =\

tais como as usadas em (Valentino et al., 2012; Valentino t#n

et al., 2013; Faria, Valentino and Oliveira, 2013), e empre- ., ra—1 T ) N e

gando o método classico de relaxacéo a direita apresentadoN "2 4 9o I - 12

em (Liu and Zhang, 2003). ; w22, O hahy N -1 22 iy

k=1

k=1 i=k+1 /=1 k=1
Um exemplo numérico ilustra a eficiéncia do método t#n
proposto. N -1 1
+2 > hehei | =0, VneN. (5)
2 Formulacéo do Problema 5;% k=1 i=k+1

Ao longo do texto, a notacadI > 0 (M > 0) € usada
para representar matrizes definidas (semi-definidas)iposit
vas. De modo equivalente a notagib< 0 (M =< 0) re-

presenta me}trizes definidas (sgmj-definidas) negativas. %eguindoaideia dos trabalhos (Chiou et al., 2010; Faria, Va
simbolo(x) é usado para substituir termos transpostos eMantino and Oliveira, 2013), nesta secio S0 Propostas con-

umaErggrgastgﬁg'c?b Se condicdes menos conserva doradigées relaxadas para a estabilizacao de sistemas fuzzy TS

. prop ¢ . Ehaveados, explorando a combinag&o convexa dos subsiste-
para o projeto de controladores fuzzy PDC para SIS’temasmas do sistema chaveado. Para tanto defina o conjunto:
chaveados. O procedimento consiste em projetar controla-

dores lineares para cada um dos modelos locais e entéo ge- {

3 Projeto de controladores PDC para sistemas fuzzy
TS chaveados

rar o controlador global a partir da combinagao fuzzy dos & =
controladores locais. Desta forma, um modelo fuzzy TS re-
alimentado pode ser representado por (Faria, Valentino an(be Chiou et al. (2010) segue que:
Oliveira, 2013):

N
ace RN :a, >0, VpENeZapl}. (6)

p=1

Proposicao 1 Para um dadax € &2, se o sistema

To To

%(1) = D hotor (@) o (2(0) (Asorn

N
P (1) =" 0p >0 byl (A BKyi )x(1) - ()
+ Ba(t)kKU(t)i)x(t)a (2 p=1 k=1 i=1

€ assintoticamente estavel, entdo existe uma lei de chave-

sendoz(t) € IR® um sinal disponivel denominado vetor 4mento que garante a estabilidade assintética do sistema
premissax(t) € IR" o vetor de estadog;(t) : R" — N chaveadd?).

uma funcéo constante por partes denominada lei de chave-
amento, ' = {1,2,---, N}, sendoN o nimero de sub- Prova: Prova omitida. O

sistemas do sistema chaveado, ), € R"*" e B, (), € Para o desenvolvimento tedrico do projeto do controla-

IR™*™ as matrizes dos modelos locdi§, . € R™*" 0S  dor emprega-se uma funcéo de Lyapunov fuzzy dada por:
ganhos locais da realimenta¢éo de estadps, nimero de

modelos locais do subsistemé) e h, ;) (z(t)) as funcdes V(x(t)) = x(t)'P(h)x(t) (8)

de pertinéncia de cada um dos modelos locais. As funcdes N

de pertinéncia satisfazem as seguintes propriedades: sendoP(h) = Z Z hyeP,i. Como foi verificado em
To p=1k=1

Valentino et al., 2012; Faria, Valentino and Oliveira, 31

Vk € Ro, hoi(a(®) > 0e S hown(zt) =1 (3) » 2012; Faria, ’
on(2() 2 Z wn(=(t)) ®) essa classe de FLFs gera resultados menos conservadores
do que os obtidos com fun¢8es de Lyapunov quadraticas. A
sendo R, 0 conjunto de numeros inteiros dados por derivada da funcéo (8) é dada por

k=1

{1,2,...,7,}. O objetivo deste trabalho é encontrar condi- . P , .

coes suficientes para a existéncia de uma lei de chaveamento v (x(2)) = x(£) P(h)x(t) + 2x(t)'P(h)X(t), ~ (9)
o(t) e de ganho¥X, ;) tal que o que sistema (2) seja as- N 7

sintoticamente estavel. Para facilitar a notacéo, de agora  sendaP(h) = Z Z hpi P, Como a derivada de (8) de-
diante vamos substituir(¢t) por p para indicar que no ins- =1 k=1

tantet o sistema chaveado (2) esta ativo no subsistema pende das derivadas de primeira ordem das fungées de perti-
denotarh, ;i (z(t)) porhyk. nénciah,,, Vp € N,k € R,. Entao, para obter condi¢bes



em termos de LMIs definem-se os seguintes conjuntos:

Dy, = {x(t) e R" : |hyp| < ¢pk}, pEN, KER,
(10)

sendoK,,; definido em (16),

P(h) =

Z Z hpk ka

(e

N 7p
o <Z Z Dok (Qpk + Xp)) w!
p=1k=1

O objetivo deste trabalho é obter condi¢des estabilizan-
tes menos conservadoras que as apresentadas no Lema 1.
O resultado é obtido explorando as propriedades (4), (5) e
Lema 1 Sejama, € ¢, nUmeros reais conhecidos satis- o método de relaxacédo de LMIs apresentado em (Liu and
fazendo(6) e (10), respectivamente. Dadas as constantes Zhang, 2003).
N

- . . . o p=1k=1
sendog,,, numeros reais positivos conhecidos. O objetivo

deste trabalho é propor condi¢cdes mais relaxadas que as
apresentadas em (Faria, Valentino and Oliveira, 2013). En-
tdo, apenas para facilitar a leitura do texto, o resultade pr
posto em (Faria, Valentino and Oliveira, 2013) é exibido a
seguir na forma de um lema.

S ﬂ R, ep > 0, se existirem matrize®v € R"*",
p=1

Y, € R™", X, p ERY™MeQu = Q) €

R"*", satisfazendo as LMIs

Qp: =0, peP e keR,, (11)
Qu+X, =0, pcP ekcRy, (12)
Ay <0, (13)

Apk_pi-l-/\pi_pk—QApﬂ_pB—i-%fw<07
i<k, pePeikeR, (14)

Apk_pk*ApB_pﬁJF%ficb*Oa
peP ekeR,— {5}, (15
sendo
- al A Qe +X, *

A¢:;Apﬁ_pﬁ+; 71¢ [ o 7 0,]’

A o )\11 *
pk_pi — )\21 7M(W +W/) )

A1 = ap (AW + WAL + B Y, + Y,
A21 = ka - W + Map(ApkW + Bkapi)-

pk)s

Entéo, existe uma lei de chaveamemn(o) tal que o sistema
fuzzy TS chavead@), com ganhos locais

Ko =Y W1, (16)
é assintoticamente estavel.
Prova: Demonstracéo omitida. O

Uma lei de chaveamento que estabiliza o sistema (2) é

dada por:

Lei de chaveamento 1:SejamW, X,,, Q. € Y,;
solucdes do Lema 1. Entéo, o sistema (2) permanece o
pode ser chaveado para o subsisten@a\/, se no instante
t tem-se que:

of

+P(h) (A + Bpkai)} + P¢}x(t) <0, (17)

s Tp

DD Iyt

[(Apk + Bpkai)/P(h)
k=1 i=1

Teorema 2 Sejamay, € ¢, NUmMeros reais conhecidos sa-
tisfazendq(6) e (10), respectivamente. Dadas as constan-
tesn € M ep > 0, se existirem matrizev ¢ IR™*",
ka c IRan Xp — X/ c Rnxn ka — Q;)k c IRan'
T =T ¢ R*" eU, ik = U, € R¥?", satisfa-
zendo(18)(24) (na proxima pagma) Entao existe uma lei
de chaveamente(t) tal que o sistema fuzzy TS chaveado
(2), com ganhos locais

ka = kawila (25)
€ assintoticamente estavel.

Prova: Multiplicando (20) poth,, hyi, (21) porherhes, (22)

porhnk, (23) porh?, e somando tudo, seque que

Te Te

N
SN hurheiYor s + Xy

(=1 k=1 1i=1
ry 2
h
|(Em) -7

e

T

Z hél

>

=1
L#£n

(£ |7

e

23

herheiUg gi. (26)
(=1 k=1 i=1
Entéo, considerando que
53 Uy s =
k=1 1=1
!
hpi 17U, 11 Upao Uy, 1, || P
hp2 | | Up 21 Up 2o or, || Pov2
. . . 27)
hprp UP_Tpl UP_TPQ U _TpTp hprp

Vp € N, segue da propriedade (5) e da LMI (24) que
u

Ty Ty

Z Z Z horhei Lok e < 0.

{=1 k=1 i=1

(28)
]

(W,)_l)] <0, (29

Multiplicando (28) a esquerda e a direita r{df"ofl
e sua transposta, respectivamente, obtém-se

|

711 *

Y21 —M(W_l +



Qi -0, peN ekeR,, (18)

Qi +X, =0, pec N ekcR,, (19)
2 -
Yok i + Yo ke + NT¢ +2T < Uy i + U, i, i<k €i,kER,y, (20)
2 = 2
Yok i + Yoi o + N‘rd) - N——T <Uppi+Upin, LEN —{n}, i<k eikeRy, (21)
1 -
Yok nk + NT¢ +T < U, sk, k€Ry, (22)
1 - 1
Tgk_ekﬁ’ﬁ‘rd)* N——T<Ul_kk, gEN*{?’]} e kER[, (23)
Up_n Up_lg e Up_lrp
Up_Ql Up_22 .« e UP_QTp
. =0, peN, (24)
Uyrit Upro oo Uprr,
ap(Ap W+ WA +B,. Y, +Y. B ) * =
sendo Y ,i i = PAEEP pk pk L p pipk e T _
o { Qe — W' + poay (Apk W + B Y i) — (W + W) ¢
N 7Tp
ka + Xp *
D o | g T )
p=1k=1
sendo segue de (30) que

= (W)™ (A(O" h) + B (o, h>)

+ (A(a, h) + Bre(o, h)) W™+ Py, x'(t) [Z 3 Pk Pk + (A(oe, h) + Bk (a, h))/P(m
Y21 = P(h) — W+ ,u(W/)_l (A(a, h) p=1k=1
+Bic(auh)). + () (A0, ) + Bie(ah)) | x(1) < 0. (31)

N Tp
A(a, h) = Z Z OéphpkApk,

p=1k=1 Desde que (31) é equivalente a (9) ao longo das solucdes
N T Tp . do sistema (7). Entdo, pela Proposicdo 1, existe uma lei
Br(a,h) = [ DD aphpihyi By Yy | W de chaveamento que garante a estabilidade assintética do
p=1k=1i=1 sistema chaveado (2). ]
N 71p
P(h) = (W')~! <Zzhkapk> W e Uma lei de chaveamento estabilizante para o sistema
p=1k=1 (2), é exibida abaixo:
N 71p
P, = (W)™! Z Z Dok (Qpi +X,) | WL Lei de chaveamento 2:SejamP,,;, e K,,; solu¢Bes do
=1 k=1 Teorema 2. Entdo, o sistema (2) permanece ou pode ser

chaveado para o subsistema& N/, se no instanté tem-se
Agora, multiplicando (29) a esquerda e a direita pelo gue:

!
vetor {x(t)’ x(t)’(A(a,h) +BK(a,h)) } e seu trans-
posto, respectivamente, chega-se em

X/(t){zp Zp hopkPpi {(Apk + BpeKyi) P(h)

k=1 1i=1

X ()| Py + (A0, h) + Bre(a, ) P(h)

+ P(h)(Apk + Bpka>] + P¢}X(t> <0. (32)

+P(h) (A(a, h) + B (a, h)) x(t) < 0. (30)

J

De (4) e (10) tem-se QUE Z hkapk < P,. Logo, A eficiéncia do Teorema 2 € ilustrada na solugéo de um
=11 B exemplo numérico.



Exemplo 0s seguintes resultados:

Considere um sistema fuzzy TS (2), representado pelos se- W = {:8:8} 8%} , (35)
guintes modelos locais:
. Qi = { 1.00 —0.01} Qi = [1.00 0} ,
Subsistema 1: ~0.01 1.00 0 1.00
A= [(1302 110} ; By = [(” ; (33a) Q21 = {1.08 1.08} s Q2= {1'08 1.08} ’ (36)
10 —-10+a 1 X; ~ 0, Xo & 0, 37)
Arz = {6.2 ~1—b } » Biz= [ a] ' Y11 =[0.20 048], Y =[0.18 —0.16],
Yo =[—0.12 —0.22], Yo =[—0.12 0.11].  (38)

Subsistema 2: )
“10+a 1 0 ConsiderandoP,, = (W')7'Q,W~!, P, =
Ao1 = { 3 0.73 + b] ; Bai = [ ] " (33b) (W)™1QsW ! eKy, = Y, W1, obtém-se as seguin-
tes matrizes:

—10 1 0
A22 = |: :| 9 B22 = |: :| . _ _
s o 1 [ 35 0] pac |23 48]
e FPs _ _
ot 154 e 133 12]. 09
1+ sin(z1(t))
h11 = ————, hi2=1—h, 7.45 —3.08
12 (34) Py = 10° {—3.08 1.28} ; (40)
hoy = @ haz =1 = hax. Kip = [—102.78 40.15], Kz = [—97.99 39.75],
Ko = [74.82 —3201], Koo = [64.46 —26.11].  (41)

O Teorema 2 foi usado para garantir a estabilizacdo deste
sistema considerando varios valores de b, tais que, Assim, pelo Teorema 2, a origem do sistema (2) com mo-
a €[8 11]eb € [8 11]. A Figura 1 exibe os pontos da delos locais (33), fun¢Ges de pertinéncia (34), ganhos lo-
regido de analise onde foi possivel encontrar um ganho estasais (41) e lei de chaveamento (32), € um ponto de equili-
bilizante para o sistema (2). Na simulac&o, o Teorema 2 foibrio assintoticamente estavel. Para a condigao inigiak
comparado com Lema 1. Para a solu¢do numérica das LMI§—0.4 1.2], as Figuras 2 e 3 exibem a resposta dinamica do
foram usados os pacotes “YALMIP” (Léfberg, 2004) e “Se- sistema controlado e a lei de chaveamento (32), respectiva-
DuMi” (Sturm, 1999) do MATLAB, também foi suposto mente.
quea; = 0.4, as = 0.6, ¢pr, = 5.5, Vp € N,k € R,,

n =1, =0.1enoLema 1 foi consideradd= 1. 15
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Figura 2: Resposta dindmica do sistema (2) com modelos

locais (33), fungBes de pertinéncia (34) e ganhos locajs (41

para a condi¢do iniciaty = [-0.4 1.2]".
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Figura 1: Regido de factibilidade do Lemap) € do Teo-
rema 2 (x). 4 Conclusées

Pela Figura 1, a regido de factibilidade do Lema 1 est& T
contida na regiéo de factibilidade do Teorema 2, iIustrandoNeSte trabalho foram propostas condicges relaxadas para a

que as novas condi¢cdes de estabilidade s&do menos conséiStabilizacao de sistemas fuzzy TS_ chaveados usan~d0 con-
vadoras que as apresentadas em (Faria, Valentino and Olfroladores PDC. Explorando propriedades de funcoes de
veira, 2013). A relaxacao foi obtida explorando o método pertinéncia e um método para relaxagdo de LMIs, foram

de relaxacao de LMIs (Liu and Zhang, 2003) em conjunto propostas condigées suficientes para a existéncia de uma
com as propriedades (4) e (5). Para ilustrar a eficiéncia dofun(;éo de Lyapunov fuzzy para a combinagéo convexa dos

Teorema 2 na resposta dinamica do sistema, considere os , ¥ . .
valoresa — 11 e b = 8. Pela Figura 1, somente o Teo- subsistemas do sistema chaveado. Posteriormente, essa fun

rema 2 é capaz de estabilizar o sistema (2) neste ponto. Ergd0 de Lyapunov foi usada para gerar uma lei de chavea-
téo, resolvendo as LMIs (18)-(24) do Teorema 2 obtém-semento estabilizante para o sistema chaveado. Um exemplo
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