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Abstract— Using a fuzzy Lyapunov function and a well-known right-handside relaxation method, less conservative conditions
for stabilization of switched TS fuzzy systems with PDC controllers are given. The approach is based on the solution of linear
matrix inequalities, which can be efficiently solved by convex programming techniques. A numerical example illustrates the
efficiency of the proposed result.
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Resumo— Usando uma função de Lyapunov fuzzy e um consagrado método derelaxação a direita, condições menos conserva-
doras para a estabilização de sistemas fuzzy TS chaveados com controladores PDC são propostas. O método é baseado na solução
de desigualdades matriciais lineares, as quais podem ser eficientemente resolvidas por técnicas de programação convexa. Um
exemplo numérico ilustra a eficiência do método proposto.
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1 Introdução

Controladores fuzzy PDC (do inglês, Parallel Distributed
Compensation) representam uma ferramenta simples e efi-
ciente para a abordagem de projetos de controle em siste-
mas fuzzy Takagi Sugeno (TS) (Takagi and Sugeno, 1985).
Essa metodologia consiste em projetar um controlador li-
near para cada modelo local do sistema fuzzy TS, e então,
obter o controlador global a partir de uma combinação fuzzy
dos controladores locais (Tanaka and Wang, 2001).

Normalmente, as condições de existência dos ganhos
locais estabilizantes são obtidas empregando o método di-
reto de Lyapunov. Esse método consiste em verificar a exis-
tência de uma funçãoV : IRn 7→ IR de classeC1, satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

V (0) = 0, V (x(t)) > 0 e V̇ (x(t)) < 0, (1)

∀x(t) 6= 0. Com esse método é possível estudar a estabi-
lidade de sistemas dinâmicos sem conhecer suas soluções.
O problema é que não existe uma maneira sistemática para
obter a funçãoV (x(t)) e o que se faz, em geral, é investi-
gar a existência de funções quadráticas satisfazendo as res-
trições (1). Na literatura é possível encontrar uma grande
variedade de resultados sobre a aplicação de controladores
PDC em sistemas fuzzy TS (Tanaka and Wang, 2001; Ar-
rifano et al., 2006; Faria et al., 2011; Faria, Silva and Oli-
veira, 2013; Lee et al., 2011). Porém, ainda existem poucos
resultados sobre esse tema para sistemas fuzzy TS chavea-
dos.

Nos últimos anos sistemas chaveados têm sido bastante
estudados. As aplicações vão desde simples problemas aca-

dêmicos a complexos processos industriais, tais como, con-
trole de aeronaves, controle de tráfego aéreo e controle de
processos químicos (Chiou et al., 2010). Além disso, o
chaveamento de sistemas produz características e compor-
tamentos não encontrados nos subsistemas isolados. Por
exemplo, um sistema chaveado que possui todos os subsis-
temas estáveis pode apresentar trajetórias divergentes para
certas leis de chaveamento, ou o contrário, um chaveamento
adequado pode estabilizar um sistema chaveado que possua
subsistemas instáveis (Colaneri et al., 2008). Consequente-
mente, uma questão importante para o problema de estabi-
lidade de sistemas chaveados diz respeito à lei de chavea-
mento a ser adotada. Este trabalho é focado em leis de cha-
veamento dependentes dos estados (do inglês “state-driven
switching method”), ou seja, os estados são usados como si-
nais de controle para determinar uma regra de chaveamento
que em conjunto com um controlador fuzzy PDC assegurem
a estabilização do sistema chaveado. Esse tipo de estratégia
de controle ainda foi pouco explorada e em geral os resul-
tados encontrados na literatura usam uma função de Lya-
punov quadrática (FLQ) simples (Yang et al., 2008; Chiou
et al., 2010; Ojleska et al., 2011) ou múltipla (Shuliang
et al., 2009; Jabri et al., 2012) para o projeto do contro-
lador. No entanto, já é conhecido na literatura que FLQs
conduzem a resultados conservadores e que em certos casos
não é possível encontrar uma FLQ para um sistema está-
vel. Uma maneira simples de obter condições menos con-
servadoras para o projeto de controladores PDC consiste em
usar funções de Lyapunov fuzzy (FLF). Essa classe de fun-
ções de Lyapunov permite usar propriedades de funções de
pertinência para adicionar variáveis de folga nas restrições



LMI do problema. Em (Faria, Valentino and Oliveira, 2013)
foi proposto um método baseado em FLFs que obtém re-
sultados menos conservadores que os existentes em (Chiou
et al., 2010).

Tendo em vista a eficiência de FLFs para a estabiliza-
ção de sistemas fuzzy TS chaveados, neste trabalho FLFs
são usadas para a obtenção de condições relaxadas para o
projeto de controladores fuzzy PDC. A relaxação das LMIs
é obtida explorando propriedades de funções de pertinência,
tais como as usadas em (Valentino et al., 2012; Valentino
et al., 2013; Faria, Valentino and Oliveira, 2013), e empre-
gando o método clássico de relaxação a direita apresentado
em (Liu and Zhang, 2003).

Um exemplo numérico ilustra a eficiência do método
proposto.

2 Formulação do Problema

Ao longo do texto, a notaçãoM ≻ 0 (M � 0) é usada
para representar matrizes definidas (semi-definidas) positi-
vas. De modo equivalente a notaçãoM ≺ 0 (M � 0) re-
presenta matrizes definidas (semi-definidas) negativas. O
símbolo(⋆) é usado para substituir termos transpostos em
uma matriz simétrica.

Este trabalho propõe condições menos conservadoras
para o projeto de controladores fuzzy PDC para sistemas
chaveados. O procedimento consiste em projetar controla-
dores lineares para cada um dos modelos locais e então ge-
rar o controlador global a partir da combinação fuzzy dos
controladores locais. Desta forma, um modelo fuzzy TS re-
alimentado pode ser representado por (Faria, Valentino and
Oliveira, 2013):

ẋ(t) =

rσ
∑

k=1

rσ
∑

i=1

hσ(t)k(z(t))hσ(t)i(z(t))
(

Aσ(t)k

+Bσ(t)kKσ(t)i

)

x(t), (2)

sendoz(t) ∈ IRs um sinal disponível denominado vetor
premissa,x(t) ∈ IRn o vetor de estados,σ(t) : IRn → N
uma função constante por partes denominada lei de chave-
amento,N = {1, 2, · · · , N}, sendoN o número de sub-
sistemas do sistema chaveado,Aσ(t)k ∈ IRn×n eBσ(t)k ∈

IRn×m as matrizes dos modelos locais,Kσ(t)k ∈ IRm×n os
ganhos locais da realimentação de estados,rσ o número de
modelos locais do subsistemaσ(t) ehσ(t)k(z(t)) as funções
de pertinência de cada um dos modelos locais. As funções
de pertinência satisfazem as seguintes propriedades:

∀k ∈ Rσ, hσ(t)k(z(t)) ≥ 0 e
rσ
∑

k=1

hσ(t)k(z(t)) = 1 (3)

sendo Rσ o conjunto de números inteiros dados por
{1, 2, . . . , rσ}. O objetivo deste trabalho é encontrar condi-
ções suficientes para a existência de uma lei de chaveamento
σ(t) e de ganhosKσ(t)k, tal que o que sistema (2) seja as-
sintoticamente estável. Para facilitar a notação, de agoraem
diante vamos substituirσ(t) por p para indicar que no ins-
tantet o sistema chaveado (2) está ativo no subsistemap e
denotarhσ(t)k(z(t)) porhpk.

De (3) obtém-se as seguintes propriedades:

rp
∑

k=1

ḣpk = 0, ∀p ∈ N , (4)

e

(

rη
∑

k=1

hηk

)2

−
1

N − 1

N
∑

ℓ=1
ℓ 6=η

(

rℓ
∑

i=1

hℓi

)2

=

rη
∑

k=1

h2
ηk + 2

rη−1
∑

k=1

rη
∑

i=k+1

hηkhηi −
1

N − 1







N
∑

ℓ=1
ℓ 6=η

rℓ
∑

k=1

h2
ℓk

+2

N
∑

ℓ=1
ℓ 6=η

rℓ−1
∑

k=1

rℓ
∑

i=k+1

hℓkhℓi






= 0, ∀η ∈ N . (5)

3 Projeto de controladores PDC para sistemas fuzzy
TS chaveados

Seguindo a ideia dos trabalhos (Chiou et al., 2010; Faria, Va-
lentino and Oliveira, 2013), nesta seção são propostas con-
dições relaxadas para a estabilização de sistemas fuzzy TS
chaveados, explorando a combinação convexa dos subsiste-
mas do sistema chaveado. Para tanto defina o conjunto:

P =

{

α ∈ IRN : αp ≥ 0, ∀p ∈ N e
N
∑

p=1

αp = 1

}

. (6)

De Chiou et al. (2010) segue que:

Proposição 1 Para um dadoα ∈ P, se o sistema

ẋ(t) =

N
∑

p=1

αp

rp
∑

k=1

rp
∑

i=1

hpkhpi

(

Apk+BpkKpi

)

x(t) (7)

é assintoticamente estável, então existe uma lei de chave-
amento que garante a estabilidade assintótica do sistema
chaveado(2).

Prova: Prova omitida. ✷

Para o desenvolvimento teórico do projeto do controla-
dor emprega-se uma função de Lyapunov fuzzy dada por:

V (x(t)) = x(t)′P(h)x(t) (8)

sendoP(h) =

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

hpkPpk. Como foi verificado em

(Valentino et al., 2012; Faria, Valentino and Oliveira, 2013),
essa classe de FLFs gera resultados menos conservadores
do que os obtidos com funções de Lyapunov quadráticas. A
derivada da função (8) é dada por

V̇ (x(t)) = x(t)′Ṗ(h)x(t) + 2x(t)′P(h)ẋ(t), (9)

sendoṖ(h) =

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

ḣpkPpk. Como a derivada de (8) de-

pende das derivadas de primeira ordem das funções de perti-
nênciahpk, ∀p ∈ N , k ∈ Rp. Então, para obter condições



em termos de LMIs definem-se os seguintes conjuntos:

Dpk =
{

x(t) ∈ IRn : |ḣpk| ≤ φpk

}

, p ∈ N , k ∈ Rp

(10)
sendoφpk números reais positivos conhecidos. O objetivo
deste trabalho é propor condições mais relaxadas que as
apresentadas em (Faria, Valentino and Oliveira, 2013). En-
tão, apenas para facilitar a leitura do texto, o resultado pro-
posto em (Faria, Valentino and Oliveira, 2013) é exibido a
seguir na forma de um lema.

Lema 1 Sejamαp e φpk números reais conhecidos satis-
fazendo(6) e (10), respectivamente. Dadas as constantes

β ∈
N
⋂

p=1

Rp e µ > 0, se existirem matrizesW ∈ IRn×n,

Ypk ∈ IRm×n, Xp = X′
p ∈ IRn×n e Qpk = Q′

pk ∈

IRn×n, satisfazendo as LMIs

Qpk ≻ 0, p ∈ P e k ∈ Rp, (11)

Qpk +Xp � 0, p ∈ P e k ∈ Rp, (12)

Λ̃φ ≺ 0, (13)

Λpk_pi + Λpi_pk − 2Λpβ_pβ +
2

N
Λ̃φ ≺ 0,

i < k, p ∈ P e i, k ∈ Rp, (14)

Λpk_pk − Λpβ_pβ +
1

N
Λ̃φ ≺ 0,

p ∈ P e k ∈ Rp − {β}, (15)

sendo

Λ̃φ =
N
∑

p=1

Λpβ_pβ +
N
∑

p=1

rp
∑

k=1

φpk

[

Qpk +Xp ⋆

0 0,

]

,

Λpk_pi =

[

λ11 ⋆

λ21 −µ(W +W′)

]

,

λ11 = αp(ApkW +W′A′
pk +BpkYpi +Y′

piB
′
pk),

λ21 = Qpk −W′ + µαp(ApkW +BpkYpi).

Então, existe uma lei de chaveamentoσ(t) tal que o sistema
fuzzy TS chaveado(2), com ganhos locais

Kpk = YpkW
−1, (16)

é assintoticamente estável.

Prova: Demonstração omitida. ✷

Uma lei de chaveamento que estabiliza o sistema (2) é
dada por:

Lei de chaveamento 1: SejamW, Xp, Qpk e Ypi

soluções do Lema 1. Então, o sistema (2) permanece ou
pode ser chaveado para o subsistemap ∈ N , se no instante
t tem-se que:

x′(t)

{

rp
∑

k=1

rp
∑

i=1

hpkhpi

[

(Apk +BpkKpi)
′P(h)

+P(h)(Apk +BpkKpi)

]

+Pφ

}

x(t) < 0, (17)

sendoKpi definido em (16),

P(h) = (W′)−1

(

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

hpkQpk

)

W−1 e

Pφ = (W′)−1

(

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

φpk(Qpk +Xp)

)

W−1.

O objetivo deste trabalho é obter condições estabilizan-
tes menos conservadoras que as apresentadas no Lema 1.
O resultado é obtido explorando as propriedades (4), (5) e
o método de relaxação de LMIs apresentado em (Liu and
Zhang, 2003).

Teorema 2 Sejamαp e φpk números reais conhecidos sa-
tisfazendo(6) e (10), respectivamente. Dadas as constan-
tesη ∈ N e µ > 0, se existirem matrizesW ∈ IRn×n,
Ypk ∈ IRm×n, Xp = X′

p ∈ IRn×n, Qpk = Q′
pk ∈ IRn×n,

T = T′ ∈ IR2n×2n eUp_ik = U′
p_ki ∈ IR2n×2n, satisfa-

zendo(18)-(24) (na próxima página). Então, existe uma lei
de chaveamentoσ(t) tal que o sistema fuzzy TS chaveado
(2), com ganhos locais

Kpk = YpkW
−1, (25)

é assintoticamente estável.

Prova: Multiplicando (20) porhηkhηi, (21) porhℓkhℓi, (22)
porh2

ηk, (23) porh2
ℓk e somando tudo, seque que

N
∑

ℓ=1

rℓ
∑

k=1

rℓ
∑

i=1

hℓkhℓiΥℓk_ℓi + Υ̃φ

+







(

rη
∑

k=1

hηk

)2

−
1

N − 1

N
∑

ℓ=1
ℓ 6=η

(

rℓ
∑

i=1

hℓi

)2





T

≺
N
∑

ℓ=1

rℓ
∑

k=1

rℓ
∑

i=1

hℓkhℓiUℓ_ki. (26)

Então, considerando que

rp
∑

k=1

rp
∑

i=1

hpkhpiUp_ki =











hp1

hp2

...

hprp











′









Up_11 Up_12 . . . Up_1rp
Up_21 Up_22 . . . Up_2rp

...
...

.. .
...

Up_rp1 Up_rp2 . . . Up_rprp





















hp1

hp2

...

hprp











(27)

∀p ∈ N , segue da propriedade (5) e da LMI (24) que

N
∑

ℓ=1

rℓ
∑

k=1

rℓ
∑

i=1

hℓkhℓiΥℓk_ℓi ≺ 0. (28)

Multiplicando (28) a esquerda e a direita por
[

W
−1

0

0 W
−1

]′

e sua transposta, respectivamente, obtém-se
[

γ11 ⋆

γ21 −µ
(

W−1 + (W′)−1
)

]

≺ 0, (29)



Qpk ≻ 0, p ∈ N e k ∈ Rp, (18)

Qpk +Xp � 0, p ∈ N e k ∈ Rp, (19)

Υηk_ηi +Υηi_ηk +
2

N
Υ̃φ + 2T ≺ Uη_ki +Uη_ik, i < k e i, k ∈ Rη, (20)

Υℓk_ℓi +Υℓi_ℓk +
2

N
Υ̃φ −

2

N − 1
T ≺ Uℓ_ki +Uℓ_ik, ℓ ∈ N − {η}, i < k e i, k ∈ Rℓ, (21)

Υηk_ηk +
1

N
Υ̃φ +T ≺ Uη_kk, k ∈ Rη, (22)

Υℓk_ℓk +
1

N
Υ̃φ −

1

N − 1
T ≺ Uℓ_kk, ℓ ∈ N − {η} e k ∈ Rℓ, (23)











Up_11 Up_12 . . . Up_1rp
Up_21 Up_22 . . . Up_2rp

...
...

. . .
...

Up_rp1 Up_rp2 . . . Up_rprp











� 0, p ∈ N , (24)

sendo Υpk_pi =

[

αp(ApkW +W′A′
pk +BpkYpi +Y′

piB
′
pk) ⋆

Qpk −W′ + µαp(ApkW +BpkYpi) −µ(W +W′)

]

e Υ̃φ =

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

φpk

[

Qpk +Xp ⋆

0 0

]

.

sendo

γ11 = (W′)−1
(

A(α, h) +BK(α, h)
)

+
(

A(α, h) +BK(α, h)
)′

W−1 +Pφ,

γ21 = P(h)−W−1 + µ(W′)−1
(

A(α, h)

+BK(α, h)
)

,

A(α, h) =

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

αphpkApk,

BK(α, h) =

(

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

rp
∑

i=1

αphpkhpiBpkYpi

)

W−1,

P(h) = (W′)−1

(

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

hpkQpk

)

W−1 e

Pφ = (W′)−1

(

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

φpk(Qpk +Xp)

)

W−1.

Agora, multiplicando (29) a esquerda e a direita pelo

vetor

[

x(t)′ x(t)′
(

A(α, h) +BK(α, h)
)′
]

e seu trans-

posto, respectivamente, chega-se em

x′(t)

[

Pφ +
(

A(α, h) +BK(α, h)
)′

P(h)

+P(h)
(

A(α, h) +BK(α, h)
)

]

x(t) ≺ 0. (30)

De (4) e (10) tem-se que
N
∑

p=1

rp
∑

k=1

ḣpkPpk ≤ Pφ. Logo,

segue de (30) que

x′(t)

[

N
∑

p=1

rp
∑

k=1

ḣpkPpk +
(

A(α, h) +BK(α, h)
)′

P(h)

+P(h)
(

A(α, h) +BK(α, h)
)

]

x(t) ≺ 0. (31)

Desde que (31) é equivalente a (9) ao longo das soluções
do sistema (7). Então, pela Proposição 1, existe uma lei
de chaveamento que garante a estabilidade assintótica do
sistema chaveado (2). ✷

Uma lei de chaveamento estabilizante para o sistema
(2), é exibida abaixo:

Lei de chaveamento 2:SejamPpk eKpi soluções do
Teorema 2. Então, o sistema (2) permanece ou pode ser
chaveado para o subsistemap ∈ N , se no instantet tem-se
que:

x′(t)

{

rp
∑

k=1

rp
∑

i=1

hpkhpi

[

(Apk +BpkKpi)
′P(h)

+P(h)(Apk +BpkKpi)

]

+Pφ

}

x(t) < 0. (32)

A eficiência do Teorema 2 é ilustrada na solução de um
exemplo numérico.



Exemplo

Considere um sistema fuzzy TS (2), representado pelos se-
guintes modelos locais:

Subsistema 1:

A11 =

[

10 −10
6.2 1

]

, B11 =

[

0
1

]

,

A12 =

[

10 −10 + a

6.2 −1− b

]

, B12 =

[

1
−a

]

.

(33a)

Subsistema 2:

A21 =

[

−10 + a 1
3 0.73 + b

]

, B21 =

[

0
b

]

,

A22 =

[

−10 1
3 0.27

]

, B22 =

[

0
1

]

.

(33b)

e FPs

h11 =
1 + sin

(

x1(t)
)

2
, h12 = 1− h11,

h21 =
1

1 + ex1(t)
, h22 = 1− h21.

(34)

O Teorema 2 foi usado para garantir a estabilização deste
sistema considerando vários valores dea e b, tais que,
a ∈ [8 11] e b ∈ [8 11]. A Figura 1 exibe os pontos da
região de análise onde foi possível encontrar um ganho esta-
bilizante para o sistema (2). Na simulação, o Teorema 2 foi
comparado com Lema 1. Para a solução numérica das LMIs
foram usados os pacotes “YALMIP” (Löfberg, 2004) e “Se-
DuMi” (Sturm, 1999) do MATLAB, também foi suposto
queα1 = 0.4, α2 = 0.6, φpk = 5.5, ∀p ∈ N , k ∈ Rp,
η = 1, µ = 0.1 e no Lema 1 foi consideradoβ = 1.

8 8.5 9 9.5 10 10.5 11

8

8.5

9

9.5

10

10.5

11

a

b

Figura 1: Região de factibilidade do Lema 1(◦) e do Teo-
rema 2 (×).

Pela Figura 1, a região de factibilidade do Lema 1 está
contida na região de factibilidade do Teorema 2, ilustrando
que as novas condições de estabilidade são menos conser-
vadoras que as apresentadas em (Faria, Valentino and Oli-
veira, 2013). A relaxação foi obtida explorando o método
de relaxação de LMIs (Liu and Zhang, 2003) em conjunto
com as propriedades (4) e (5). Para ilustrar a eficiência do
Teorema 2 na resposta dinâmica do sistema, considere os
valoresa = 11 e b = 8. Pela Figura 1, somente o Teo-
rema 2 é capaz de estabilizar o sistema (2) neste ponto. En-
tão, resolvendo as LMIs (18)-(24) do Teorema 2 obtém-se

os seguintes resultados:

W =

[

−0.01 0.08
−0.01 0.20

]

, (35)

Q11 =

[

1.00 −0.01
−0.01 1.00

]

, Q12 =

[

1.00 0
0 1.00

]

,

Q21 =

[

1.00 0
0 1.00

]

, Q22 =

[

1.00 0
0 1.00

]

, (36)

X1 ≈ 0, X2 ≈ 0, (37)

Y11 = [ 0.20 −0.48 ] , Y12 = [ 0.18 −0.16 ] ,

Y21 = [ −0.12 −0.22 ] , Y22 = [ −0.12 0.11 ] . (38)

ConsiderandoPpk = (W′)−1QpkW
−1, Pφ =

(W′)−1QφW
−1 eKpk = YpkW

−1, obtém-se as seguin-
tes matrizes:

P11 = 104
[

3.39 −1.40
−1.40 0.58

]

, P12 = 104
[

3.38 −1.40
−1.40 0.58

]

,

P21 = 104
[

3.39 −1.40
−1.40 0.58

]

, P22 = 104
[

3.38 −1.40
−1.40 0.58

]

, (39)

Pφ = 105
[

7.45 −3.08
−3.08 1.28

]

, (40)

K11 = [ −102.78 40.15 ] , K12 = [ −97.99 39.75 ] ,

K21 = [ 74.82 −32.01 ] , K22 = [ 64.46 −26.11 ] . (41)

Assim, pelo Teorema 2, a origem do sistema (2) com mo-
delos locais (33), funções de pertinência (34), ganhos lo-
cais (41) e lei de chaveamento (32), é um ponto de equilí-
brio assintoticamente estável. Para a condição inicialx0 =
[−0.4 1.2]′, as Figuras 2 e 3 exibem a resposta dinâmica do
sistema controlado e a lei de chaveamento (32), respectiva-
mente.
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x1(t)
x2(t)
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Figura 2: Resposta dinâmica do sistema (2) com modelos
locais (33), funções de pertinência (34) e ganhos locais (41),
para a condição inicialx0 = [−0.4 1.2]′.

4 Conclusões

Neste trabalho foram propostas condições relaxadas para a
estabilização de sistemas fuzzy TS chaveados usando con-
troladores PDC. Explorando propriedades de funções de
pertinência e um método para relaxação de LMIs, foram
propostas condições suficientes para a existência de uma
função de Lyapunov fuzzy para a combinação convexa dos
subsistemas do sistema chaveado. Posteriormente, essa fun-
ção de Lyapunov foi usada para gerar uma lei de chavea-
mento estabilizante para o sistema chaveado. Um exemplo
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Figura 3: Lei de chaveamento (32), com matrizes (33), (39)-
(41) e funções de pertinência (34).

numérico foi usado para ilustrar que o método proposto é
menos conservador que resultados existentes na literatura.
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