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Abstract  This paper presents an approach for decentralized supervisory control for discrete event systems, based on the de-
composition of color on coloured Petri nets. Thus, it is proposed a problem where supervisors independent and not in conflict 

are obtained from the colors associated with different variables in the incidence matrix  of these Petri nets. In this case, the theo-

retical focus it is on the admissibility of these supervisors defined from a centralized supervisor considering the topology of the 
coloured Petri nets. 
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Resumo Este artigo apresenta uma abordagem sobre supervisão descentralizada para sistemas a eventos discretos, baseado na 
decomposição de cores em redes de Petri coloridas. Assim, propõe-se um problema onde os supervisores independentes e não 

conflitantes são obtidos a partir das cores associadas a diferentes variáveis na matriz de incidência dessas redes de Petri. Neste 

caso, o foco teórico é de admissibilidade destes supervisores definidos a partir de um supervisor centralizado considerando a to-
pologia das redes de Petri coloridas. 

Palavras-chave Controle supervisório, supervisor descentralizado, redes de Petri coloridas, sistemas a eventos discretos.

1    Introdução 
 

No contexto dos sistemas a eventos discretos (SED), 

a descentralização de supervisores tem sido uma 

necessidade quando se trata de sistemas distribuídos. 

Tais estudos são descritos utilizando modelos com 

autômatos como ferramenta para a teoria de controle 

supervisório (Lin and Wonham W., 1990), alguns 

trabalhos referendados aqui utilizam redes de Petri 

(RP) como suporte à descentralização de superviso-

res. Nesse trabalho faz-se uma abordagem com as 

redes de Petri coloridas (RPC), ver (Jensen, and 

Kristensen, 2009), estendendo a teoria dos invarian-

tes de lugar de (Moody and Antsaklis, 1998), 

apresentada por (Menezes, and Barroso, 2011) e 

(Menezes, Barroso, and Prata, 2012). Usando RPC 

como ferramenta é possível investigar o comporta-

mento do sistema modelado utilizando simulação, a 

fim de verificar as propriedades, o modelo e realizar 

análise de desempenho baseado em simulação. Para 

tais observações é utilizado o soft CPN Tools (Jen-

sen, Kristensen and Wells, 2007), cuja interação com 

o usuário é baseada na manipulação direta da repre-

sentação gráfica do modelo em RPC usando técnicas 

tais como paletas de ferramentas e menus de marca-

ção. Na Seção 2 são relacionados trabalhos correlatos 

como referências para a teoria envolvendo as RP 

lugar-transição e as RPC, na Seção 3 faz-se o esboço 

da teoria e método de descentralização de superviso-

res, ponto central nesse trabalho e conclui-se na Se-

ção 5 enfatizando a necessidade de mostrar outras 

situações mais complexas, teóricas e reais, envolven-

do o método.  

 

2    Trabalhos relacionados  
 

Em (Luo, 2009), é proposta uma abordagem de con-

trole descentralizado baseado na decomposição estru-

tural de RP. O autor concentra-se na classe de pro-

blemas de controle das restrições generalizadas mu-

tuamente excludentes (GMEC), que impõe restrições 

de controle em redes de Petri lugar-transição através 

da síntese de monitores. Os autores em (Cabasino et 

al., 2013)  propõem uma abordagem para o diagnós-

tico de Redes de Petri em um ambiente descentrali-

zado, que combina o sistema descentralizado para 

autômatos com a abordagem de diagnóstico para 

redes de Petri. A arquitetura descentralizada usada é 

composta por um conjunto de locais que comunicam 

as suas informações sobre o diagnóstico com um 

coordenador que é responsável por detectar a ocor-

rência de falhas no sistema. Os autores apresentam 

em (Gasparri et al, 2011), um problema de controle 

descentralizado de uma rede de Petri através da cola-

boração entre supervisores. A comunicação é  dispo-

nibilizada mas limitada, ou seja, os supervisores são 

acessíveis um ao outro levando-se em conta um de-

terminado raio r, como parâmetro para a comunica-

ção. Além disso, é mostrada uma condição suficiente 

para alcançar admissibilidade descentralizada obser-

vando a topologia da RP. O trabalho dos autores em 

(Iordache and Antsaklis, 2006) estende-se a resulta-



dos sobre a supervisão descentralizada com RP lu-

gar-transição, embora incidindo sobre a extensão da 

supervisão baseada em invariantes de lugar (SBPI), a 

abordagem proposta é mais geral e pode ser aplicada 

a outros tipos de supervisão. No trabalho descrito em 

(Makungu, Barbeau, and St-Dennis, 1999), os auto-

res apresentam uma contribuição no sentido de redu-

zir a complexidade de problemas de controle de 

SED, através da proposição de um algoritmo, dedi-

cado às redes de Petri coloridas com número finito de 

cores e k-limitadas. A ideia básica do algoritmo em 

questão é reduzir o número de marcações a ser exa-

minado através do agrupamento dos componentes 

que se comportam da mesma maneira dentro de uma 

classe equivalente. (Martin, 2012), trata da utilização 

de RP para a modelagem de tipo específico de con-

trole de sistemas dinâmicos, o qual reduz o compor-

tamento inadequado destes sistemas. Um modo para 

influenciar o comportamento do sistema é uma rea-

limentação adequada que previne o aparecimento de 

condições adversas. O artigo apresenta os resultados 

sobre o controle de auto-realimentação em superviso-

res utizando RP lugar-transição. Em seu trabalho, os 

autores em (Moody and Antsaklis, 2000) mostram a 

técnica de síntese do supervisor para as plantas de RP 

com transições não controláveis e não observáveis. A 

abordagem baseia-se no conceito de invariantes de 

lugar das RP lugar-transição, uma consequência de 

(Moody and Antsaklis, 1998). 

 

Este trabalho é fundamentado na teoria descrita em 

(Menezes e Barroso, 2011) e (Menezes, Barroso e 

Prata, 2012). Nesse caso, a decomposição de cores 

associadas a variáveis em uma RPC, método deno-

minado Restrições de Controle sobre Cores Decom-

postas (RCCD) é apresentada em (Menezes, Barroso, 

and Prata, 2012), como extensão de (Moody and 

Antsaklis, 1998), uma proposta para síntese de su-

pervisores utilizando RP. Nesse caso, na aplicação a 

uma rede que apresente diferentes conjuntos de cores 

associados a diferentes lugares e expressões de arcos 

compostas por variáveis distintas, pode-se definir as 

especificações como um só conjunto, sem nenhum 

prejuízo para o sistema modelado. Assim, o contro-

lador resultante agrega toda ação dos lugares de 

controle (Supervisores), podendo-se impor arcos de 

incidência a uma mesma transição, de entrada e/ou 

saída, sob ação de variáveis distintas. Esse fato de-

corre da identificação dos conjuntos de cores por 

diferentes variáveis, no processo de separação dessas 

variáveis, quando na decomposição da matriz de 

incidência. Dessa forma, a matriz ℒ, que assinala as 

transições que sofrem restrições determina controla-

dores relativos aos conjuntos de cores, distintamente, 

segundo cada variável.  

 

Em particular, seguindo a fundamentação matemáti-

ca, propõe-se a ampliação da proposta inicial em RP 

lugar-transição para RPC, explorando a decomposi-

ção da matriz de incidência da RPC a fim de definir 

supervisores não conflitantes, nos contextos aborda-

dos. Assim, em uma rede que apresente diferentes 

conjuntos de cores associados a diferentes lugares e 

expressões de arcos compostas por variáveis distin-

tas, pode-se definir supervisores descentralizados a 

partir de um supervisor central considerando a mode-

lagem por RPC, uma sequência de (Menezes e Bar-

roso, 2011).  

 

3    Método para descentralização de supervisores 
utilizando RPC  

1.1 Notações  

Segundo (Menezes, Barroso e Prata, 2012), um lugar 

em uma RPC pode conter fichas de diferentes cores, 

as quais podem ou não sofrer restrições, 

independentemente. Nesse caso, pode-se definir dois 

subconjuntos de fichas, denominados:  

• (�) fichas de restrições, que são as fichas 

que estão submetidas a alguma restrição.   

• ����	fichas complementares de fluxo, que são 

as fichas do conjunto que não sofrem 

restrições. 

Dessa forma, segundo (Menezes, Barroso e Prata, 

2012), para k cores e r restrições para um dado 

modelo RPC tem-se:  

                    �� + ��� − ℒM ≥ 0                               (1)                           

em que �� é a matriz das fichas complementares de 

fluxo, do mesmo tipo de cada restrição imposta ao 

sistema.  Assim, tem-se que, existe	M�� ≥ 0, tal que,  

                   M� = (� + ��) − ℒM                        (2)                          

Daí, defini-se que:  

• � = (��) é a matriz r×1 das restrições 

impostas à rede e �� é a i-ésima restrição, tal 

que, 1 ≤ � ≤ � . Se ��  não é uma restrição 

então �� = 0. 
           � = (��)�×� = �����⋮��                      (3)         

• �� = ����� é a matriz r×1 dos conjuntos das 

fichas  complementares de fluxo da rede 

relativas a �� 	e ��� é o i-ésimo conjunto das 

fichas complementares de fluxo da rede 

(fichas de cores diferentes) relativas a ��. Se ��� é relativa a  �� = 0,		então ��� = 0. 

            �� = ������×� = !
"������⋮���#

$                    (4) 

• ℒ	é a matriz composta por r vetores (L�×&)� 
em que  cada  (L�×&)� = 1 define o(s) m-

ésimo(s) lugar(es) relativo(s) à(s) i-ésima(s) 

restrição(ões). Caso  �� = 0, então ℒ =(L�×&)� = 0. 



                     '(L�×&)�(�×& = �L�L�⋮L�                       (5) 

 

• 	M é a marcação inicial da RPC.  

 

	M = )M�*+�,&×� = �
M(*�)M(*�)⋮M(*&)          (6) 

              

• M� é a marcação inicial do supervisor. 

          M� = -M��.�×� = !
/"
M��M��⋮M��#

0$.             (7) 

Tomando B = � + �� segue-se que:  

                      	M� = B − ℒM	                             (8)     

a marcação inicial do supervisor. Dessa forma, a 

matriz B, que apresenta as restrições b3 somadas com 

as fichas complementares de fluxo ���, inerentes a 

cada uma delas, respectivamente, é dada por:  

      B = (B�)�×� = !
"�� + ����� + ���⋮ ⋮ ⋮�� + ���#

$.               (9) 

Note que cada ��� é um conjunto de fichas, 

complementar de ��. Assim:  

								M� = !
"�� + ����� + ���⋮ ⋮ ⋮�� + ���#

$ −�L�L�⋮L� !
/"
M��M��⋮M��#

0$     (10) 

Donde conclui-se que:  

            M� = B − ℒM ⟺ B− ℒM ≥ 0           (11)    

Em (Menezes, Barroso e Prata, 2012), seguindo a 

separação de variáveis pela decomposição da matriz C, de referência de incidência da RPC, obtém-se a 

matriz C�, de incidência do supervisor,  tal que, 

										C� = −ℒC = �L�L�⋮L� 6
*�7� ⋯ *�79⋮ ⋱ ⋮*&7� ⋯ *&79;,    (12) 

em que *�7+ representa o peso do arco que liga o 

lugar *�  à transição 7+. 
1.2 Fundamento matemático na definição de 

supervisores centralizados e descentralizados 

utilizando RPC  

A Proposição 1 mostra como obter a marcação inicial 

e a matriz de incidência de um supervisor, dadas 

especificações associadas a cores em uma RPC. 

Note-se que as restrições impostas ao sistema mode-

lado pertencem a um mesmo conjunto. 

Proposição 1  Dada uma RPC com conjuntos de 

cores, representados por variáveis distintas, sejam B� 
e M, a matriz das restrições com as relativas fichas 

complementares de fluxo e a marcação inicial da 

rede, então a marcação inicial e a matriz de 

incidência dos supervisores centralizaddos são, 

respectivamente,         

																										< ==B� + ℒ�M�
�>� ,																						(13) 

																												@ = −6=ℒ��
�>� ;C.																									(14) 

Prova  Considere � e M, respectivamente 

admissíveis, então LM ≤ � (Moody and Antsaklis, 

1998). Assim:  

            ℒM ≤ �⟹ ℒM ≤ � + �� ⟹ ℒM ≤ B						(15) 

Sem perda de generalidade, pode-se considerar que 

                      ℒ�M +M� = B�,                           (16) 

                      ℒ�M +M′� = B�.                          (17)  

 Com efeito, somando tem-se 

        	(ℒ� + ℒ�)M + (M� +M′�) = B� + B�,    (18) 

o que implica, 	< = M� +M′� = (B� + B�) − (ℒ� + ℒ�)M.		(19) 

Tomando � = 1 ∶ 	� obtém-se (13).  

Além disso, seja ,  

                             C� = −Eℒ�ℒ�F C,                         (20)                 

a matriz de incidência dos supervisores em hipótese. 

No contexto, a rede possui variáveis distintas para 

representar os diferentes conjuntos de cores então 

cada coordenada nos L3 são identificadas 

distintamente. Assim, a matriz de incidência dos 

supervisores centralizados é dada por 

                           @ = −(ℒ� + ℒ�)C.                    (21)       

Fazendo � = 1 ∶ 	� obtém-se (14). 

 

A seguir mostra-se, na Proposição 2, uma extensão 

para RPC do Teorema proposto por (Moody and 

Antsaklis, 1998) para redes de Petri ordinárias. Além 

disso, é também uma particularidade da Proposição 

1, onde se estabelece, individualmente, a matriz de 

incidência  e a marcação inicial de cada controlador 

associado a cada restrição imposta, modelando a 

descentralização do supervisor.  

Proposição 2   Dada a expressão  

                          B − ℒM ≥ 0                               (22)                        



o supervisor, da RPC a ser controlada, terá marcação 

inicial M�.  

Prova   i)   Por hipótese, considere que a inequação 

(22)   é verdadeira. Tomando b� ≥ 0  (o conjunto das 

fichas complementares de fluxo relativas a �), obtém-

se:  

                             B ≥ ℒM                                   (23) 

Nesse caso, existe M� ≥ 0, tal que,  

                       B = M� + ℒM,                            (24) 

 o que implica em (22). 

ii)      Por outro lado, supondo por absurdo, que (22) 

é  falsa, então:  

                               	B G ℒM,                               (25) 

daí tem-se que,  

                            � + �� G ℒM                             (26) 

o que implica,    

                	� ≤ ℒM                                 (27) 

Como ℒM₀ I 0	 tem-se que: 

                           � − ℒM G 0                             (28) 

um absurdo, pois contraria que � − LM ≥ 0 de 

(Moody and Antsaklis, 1998).  

 

1.3 Contexto da descentralização de supervisor 

utilizando RPC 

A) Supervisor centralizado 

Considere a RPC com dois conjuntos de cores 

distintos, onde um mesmo conjunto de cores é 

representado por duas variáveis, na Figura 1, 

apresentada em (Menezes, Barroso e Prata, 2012) . 

 

Figura 1: RPC não controlada com conjuntos de cores 
diferentes com variáveis distintas associadas aos arcos.  

Nesse caso, o supervisor centralizado é associado ao 

lugar de controle  *J�, Figura 2, o qual assume a 

supervisão total requerida, considerando as 

especificações:  

                     M(*K) + M(*L) ≤ 1`1,                    (29) 

                      M(*K) + M(*N) ≤ 2`2.                   (30) 

Nesse caso, da RPC não controlada da Figura 1, 

segundo (Menezes, Barroso, and Prata, 2012), tem-se 

a matriz de incidência D	em (31), de onde as matrizes 

de incidência de referência em relação às variáveis Q 

e R são obtidas pela decomposição de D, 

respectivamente, em (32) e (33). 

 

D =
!
///
//"
−1(Q) 1(Q) 0 0 0−1(R) 0 0 0 01(Q, R) 0 −1(Q, R) 0 00 −1(Q) 1(Q) 0 00 0 1(R) −1(R) 00 0 0 −1(R) 1(R)0 0 0 1(R) −1(R)0 0 0 0 1(R) #

000
00$

, 

             (31) 

            CS =
!
///
/"
−1 1 0 0 00 0 0 0 01 0 −1 0 00 −1 1 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0#

000
0$

,              (32) 

 

            CT =
!
///
/"
0 0 0 0 0−1 0 0 0 01 0 −1 0 00 0 0 0 00 0 1 −1 00 0 0 −1 10 0 0 1 −10 0 0 0 1 #

000
0$

.           (33)  

 

Como a marcação inicial da RPC não controlada é 

                            M =
!
///
/"
5`15`20001`200 #
000
0$

                            (34) 

e a matriz indicadora dos lugares que sofrem 

restrições é 

             ℒ = -0 0 1 1 0 0 0 00 0 1 0 0 1 0 0..       (35) 

 Nesse caso, a matriz de incidência do supervisor 

desejado é 



           C� = −ℒC = -−1 1 0 0 0−1 0 1 1 −1..       (36) 

No contexto, tem-se que: 

                            B = -1`1 + 02`2 + 0..                         (37) 

Note-se que não existem fichas complementares de 

fluxo relacionadas às restrições impostas. Assim,  

   M� = B − ℒM = -1`12`2. − - 01`2. = -1`11`2..    (38)  

Para definir o supervisor resultante, definido pelo 

lugar de controle *J�, da Figura 2, deve-se 

estabelecer o conjunto de restrições nos lugares já 

determinados, tal que, 

           M(*K) + M(*L) + M(*N) ≤ 1`1 + 2`2      (39) 

 

 

Figura 2: RPC controlada pelo supervisor *J�. 
Note-se que, na união das especificações em (39), 

não se repete o lugar *K, o qual faz parte de (29) e 

(30). Ocorrendo a repetição de *K, seria como se 

tivéssemos um lugar a mais na rede que traria uma 

“re-incidência” sobre a transição relativa à 

especificação imposta. Nesse caso, elimina-se a ação 

conflitante dos controladores transformando as 

especificações (29) e (30) numa especificação única 

(39).  

Seguindo a Proposição 1, tem-se a matriz de 

incidência de fusão @	que define o supercisor *J�, 

tal que: 

                     @ = (−2 1 1 1 −1).	           (40) 

A marcação inicial < do supercisor *J� é dada por 

(41).   

Pela equação (40) pode-se notar que o supervisor *J� 

resultante será entrada para a transição 7� duas vezes, 

obviamente com Q e com R, será entrada para a 

transição 7V e será saída para as transições  7�, 7K e 7L. 

O cálculo em (41) mostra que a marcação inicial em 

*J� terá uma ficha da cor 1 e duas fichas da cor 2. 

Dessa forma, o supervisor associado ao lugar *J� 

assume a ação de controle imposta ao sistema 

simulado pela RPC na Figura 1. 																						<		 =	 '(1`1 + 0) + (2`2 + 0)( −
																																	(0 0 2				1 0 1 0 0)

!
///
/"
5`15`20001`200 #
000
0$ =

																																		(1`1 + 	1`2).																																																		  
         (41)               

 

B) A descentralização do supervisor 
 

Na Figura 3 apresentam-se os controladores associa-

dos aos lugares *JV e *JN, definidos pela separação 

das variáveis Q e R que acontece pela decomposição 

das matrizes (35), (36) e (37).  

 

Figura 3: RPC controlada por supervisor descentralizado. 
 

Nesse caso, cada linha, correspondente uma a uma, 

está associada a uma restrição imposta ao sistema e 

consequentemente, define os controladores *JV e *JN, independentes e não conflitantes, os quais assu-

mem a função do supervisor *J�, sem prejuízo ao 

sistema controlado. Dessa forma, como se tem o 

sistema do contexto submisso a duas restrições, (29) 

e (30), calcula-se *JV e *JN estabelecendo suas mar-

cações iniciais tomando cada linha em (38) e estabe-

lecendo suas matrizes de incidência tomando cada 

linha em (36), respectivamente. Assim: 

 

• A marcação inicial e matriz de incidência de *JV são, respectivamente, 

 

    M�'	*JV( = (1`1) − (0) = (1`1)             (42) 

 												C�'	*JV( = −ℒC = (−1				1				0				0				0).    (43) 



• A marcação inicial e matriz de incidência de *JN são, respectivamente,  

 

          M�'*JN( = (2`2) − (1`2) = (1`2)           (44) 

 C�'*JN( = −ℒC = (−1				0				1				1			 − 1).    (45) 

 

4 Conclusão 
 

Este trabalho é uma proposta na modelagem de SED 

por RPC com a finalidade de descentralizar supervi-

sores utilizando recursos inerentes à topologia das 

RPC, dando enfoque aos invariantes de lugar. Se-

guindo a fundamentação matemática nas Proposições 

1 e 2, calcula-se, recursivamente, a possibilidade de 

ampliação da proposta inicial em RP de (Moody and 

Antsaklis, 1998) e (Moody and Antsaklis, 2000), 

estendendo para RPC, propondo um método de cál-

culo para  descentralização de supervisores utilizan-

do RPC, explorando a decomposição da matriz de 

incidência da RPC a fim de definir supervisores que 

não sejam conflitantes em suas ações utilizando a 

ferramenta CPNTools.  

Como trabalho futuro, propõe-se a aplicação da 

teoria de controle supervisório e da descentralização 

de supervisores em redes de maior nível de comple-

xidade modelando sistemas reais. 
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