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Abstract— The main objective of this paper is to present the development and validation of a mathematical
model for the analysis of small-signal stability based on Kirchhoff’s Current Law. This model will be called
Current Sensitivity Model and it will be applied in the analysis of multimachine systems. Through modal
analysis, or analysis of eigenvalues of matrix states and their respective coefficients of damping and oscillation
frequency is intended to validate the Current Sensitivity Model by comparison with the results obtained by Power
Sensitivity Model.
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Resumo— O principal objetivo deste trabalho é apresentar o desenvolvimento matematico e a validagao de
um modelo para andlise de estabilidade a pequenas perturbagdes baseado na Lei de Kirchhoff para correntes.
Tal modelo serd denominado de Modelo de Sensibilidade de Corrente e o mesmo serda aplicado na andlise de
sistemas multimaquinas. Através de analise modal, ou seja, andlise dos autovalores da matriz de estados e seus
respectivos coeficientes de amortecimento e frequéncia de oscilagdo pretende-se validar o Modelo de Sensibilidade

de Corrente por meio de comparagao com os resultados obtidos pelo Modelo de Sensibilidade de Poténcia.

Palavras-chave— Modelo de Sensibilidade de Corrente. Modelo de Sensibilidade de Poténcia. Estabilidade
a Pequenas Perturbagoes. Andlise Modal. Sistemas Elétricos de Poténcia.

1 Introducgao

A estabilidade de um Sistema Elétrico de Potén-
cia (SEP) a pequenas perturbagoes pode ser es-
tudada a partir de modelos lineares, realizando
andlises no dominio do tempo ou no dominio da
frequéncia. Independentemente da andlise da es-
tabilidade a pequenas perturbacgoes ser realizada
no dominio do tempo ou no dominio da frequén-
cia é necessario modelar o SEP e que este modelo
seja o mais préximo possivel da realidade. No caso
de sistemas elétricos do tipo “maquina sincrona-
barra infinita” o Modelo Linear de Heffron e Phil-
lips (MHP) é utilizado ha décadas (DeMello
and Concordia, 1969), (Larsen and Swann, 1981),
(Anderson and Fouad, 1993) e (Kundur, 1994),
fornecendo resultados confidveis. Sua expansao
para sistemas multimaquinas pode ser encontrada,
em (Yu, 1983) e (Chen and Hsu, 1987). O M HP
apresenta algumas caracteristicas indesejaveis tais
como a necessidade da manutencao do barramento
infinito, bem como a eliminagdo do sistema de
transmissao externo (no MHP s6 permanecem
explicitamente representadas as barras internas
dos geradores). Estas caracteristicas representam
limitagoes ao modelo, principalmente quando se
deseja incluir controladores FACT'S (Flexible AC
Transmission Systems), equipamentos de funda-
mental importancia devido a necessidade, cada

vez maior, de flexibilizacdo do SEP (Watanabe
et al., 1998), (Hingorani and Gyugyi, 1999), (Song
and Johns, 1999).

Com o intuito de superar as limitagoes ineren-
tes ao M H P, e consequentemente facilitar a inclu-
sao de outros dispositivos na modelagem do SEP,
foi proposto um modelo alternativo, baseado em
coeficientes de sensibilidade de poténcias ativa e
reativa, denominado de Modelo de Sensibilidade
de Poténcia (M SP) (Deckmann and Costa, 1994),
(Ayres, 2005), (Furini, 2008). No M.SP nao existe
a necessidade do barramento infinito e o sistema
de transmissao externo é preservado. Isto signi-
fica que fica facilitada a inclus@o de novos mode-
los de componentes ao SEP. Além disso, com a
permanéncia das variaveis algébricas do SEP, es-
tas podem ser utilizadas como entrada para algum
controlador que possa eventualmente ser agregado
ao SEP.

Neste trabalho se propoe o estudo e a dedugao
de um modelo linear para o SEP multimaquinas
baseado no balango nodal de correntes (dito de ou-
tra forma, baseado na Lei de Kirchhoff das corren-
tes nos nés) que serd denominado Modelo de Sen-
sibilidade de Corrente (M SC), e que serd uma al-
ternativa ao M HP e M SP. Serao deduzidas suas
equagoes e posterior implementacao computacio-
nal para se realizar simulacoes e obter resultados
para a andlise da estabilidade a pequenas pertur-



bagoes (s@o aquelas que perturbam o sistema de
tal forma que o sistema pode ser analisado usando
equacoes lineares) do SEP, sendo que tais resulta-
dos serao comparados com os obtidos pelo M SP.

2 Modelo de Sensibilidade de Corrente
para Sistemas Multimaquinas

O MSC baseia-se na Lei de Kirchhoff para cor-
rentes, na qual determina-se que a soma das cor-
rentes que “chegam” a um determinado né do cir-
cuito elétrico deve ser igual a soma das correntes
que “deixam” este mesmo né. Este conceito deve
ser satisfeito continuamente para todas as barras
do SEP em qualquer processo dinamico, sendo
aplicado na obtencao das equagoes algébricas do
referido modelo.

2.1 Equacées Basicas do MSC

Para a deducao do MSC considere o diagrama
unifilar mostrado na Figura 1 que representa um
gerador sincrono ligado a uma barra genérica k e
conectado a uma barra m através de uma linha de
transmissao de impedancia zg;, = Tkm + JTkm-

Figura 1: Diagrama Unifilar do Gerador Sincrono

eg Vi Vin

Considere a tensao terminal de um gerador li-
gado a uma barra genérica k do SE P, expressa no
sistema de coordenadas cartesianas (r,m), equa-

¢ao (1).

v L0 = vy cos Oy + jug sin O (1)
= Up, + JUm,
Considerando um sistema de coordenadas ro-
tativo (dg,qx) acoplado ao rotor do gerador k, a
tensao terminal v5 pode ser escrita em componen-
tes de eixo direto e eixo de quadratura, como na
equagdo (2), onde &y, é o Angulo interno do gerador

k.

Vk sin(ék — Ok)
Vi COS((Sk - Qk)

Vd,, =

Vg, =

(2)

A tensdo interna do gerador (€') expressa
no sistema de coordenadas (dg,qr) apresenta as
componentes de eixo direto e eixo em quadra-
tura dadas pelas equacgoes (3). Em (Kundur
et al., 1981) e (Klein et al., 1991) é definida uma
tensdo Eqp = Eqp 20k cujas componentes sa0 mos-
tradas na equagao (4).

/ _ ’o;
€q, T Vdp — Xy, g (3)
el = v +a i

qk qk dy, Ydi

0 = Udy, — L lqp (4)
Eq, = Vgy, T Ty, Ly

Utilizando as equacoes (3) e (4) s@o obtidas
14k € igr que sao as componentes de eixo direto e
eixo em quadratura da corrente injetada na barra
k pelo gerador k, expressa no sistema de coorde-
nadas (dg,qr) (5).

g, = m,rllk (e, — Vay) )
i‘lk = LUdk
Tq,

2.2  Fluzxos de Correntes no Sistema Multimdqui-
nas

As equagoes (5) podem ser expressas no sistema de
coordenadas (r,m) como mostrado nas equagoes

(6)-

. 1 .
lgry = —x,—vk cos (g — O ) sin oy,
dp

9k 1 dy 4 (6)
lgm, = E’Uk cos(dy — Oy) cos Oy,
k

1 1
+—v sin(5k — Gk) cos Oy, + Te’k sin O,
X X

. . 1
+——v sin(dy — O) sin 6, — ——ep, cos g
T T k
qk dy.

Considerando zp,, a impedancia da linha de
transmissao entre as barras k e m do SEP, a cor-
rente que circula por ela é dada pela equagao (7).

- (Uk — Um)
i = ——— 2 (7)
Zkm

O desenvolvimento da equagcdo (7) fornece as
equagOes (8), que representam as componentes
real e imagindria da corrente na linha de trans-
missao da barra k & barra m, respectivamente.

iren, =  Grm(vg cosb — vy, cosO,)

—  Bpm(vgsinfy — vy, sinb,y,) (8)
impy = Grm(vgsinfy — vy, sind,y,)

+  Bpm(vg cosby — vy, cosb,y,)

Considerando uma carga genérica ligada a
uma barra k do SEP, que consome uma poténcia
complexa Py + jQ, a corrente que circula por ela
é dada pela equagao (9), cujo desenvolvimento for-
nece as equagoes (10) que representam a corrente
de carga real e imaginaria, respectivamente.

o= (S’“) )

(Pk cos 0+ Q) sin Qk)

ir
Tk Uk
_ (Pgsinby —ka cos 0y,) (10)
v




Considerando pequenas variagoes em torno de
um ponto de equilibrio, a linearizacao das equa-
¢oes (6), (8) e (10) resulta nas equagodes (11) &
(13) que representam respectivamente a variagao
da corrente gerada real e imaginario, a variagao da
corrente na linha de transmissao real e imaginario
e a variacao da corrente de carga real e imagindrio.

Aigr, = Rlg A, + R2, Ady
4 R3,, Avy, + Riy, NG, )
Nigmy = Mg Ael + M2, AS
+ MSQkA’Uk =+ 1\44_%A(9/\C
Airkm = Rlp,Avp + R2p,, A0,
+  R3pmAv,, + R4, Ab,, (12)
Aimkm = Ml Avg + M2, A0,
+ M3 Avy, + M4y, A0,
Aier = Clrk Aﬁk + CQrkAUk
tC3,AR 04, AQ g
A’L'Lmk = C1l,, A0 + C2,,, Avg
+ CgmkAPk + C4mkAQk

2.8 Balanco Nodal de Correntes

O balango nodal de correntes em uma barra gené-
rica k pode ser expresso matematicamente pelas
equagoes (14).

Aigr, — X eqy Dirg,, — Aig,, =0 (14)
Aigmy, = D meq, Dimp,, — Air,, =0

Observa-se na Figura 1 que a variagao da cor-
rente gerada menos a somatéria das variagoes das
correntes entre as barras menos a variagao da cor-
rente na carga serd igual zero.

2.4 Tensao Interna da Madaquina Sincrona no
MSC

As variagoes da tensao interna do gerador sin-
crono sao dadas pela equagao (15). Esta equacao
rege a tensao interna do gerador sincrono (na sua
forma incremental) no MSC, que é a mesma do
MSP, como pode ser observado em (Deckmann
and Costa, 1994).

. Tq
TéOkAe/q = —x,d’; Ae;k + K4, A6 (15)
+ K5, Av, — K4, A0, + AEfdk

/ J—
K%:g%%%%NM@—%) (15b)
dj
o
K5 = (xdkx,ixdk) cos(dx — Ok) (15¢)
dp,

2.5 Tensdo de Campo da Mdquina Sincrona no
MSC

A equacdo que fornece as variagoes da tensao
de campo da maquina sincrona no MSC é a
mesma equagao do M.SP, como pode ser vista em
(Deckmann and Costa, 1994).

2.6 FEquacgoes de Movimento da Mdquina Sin-
crona no MSC

Utilizando a equagdo de balango (swing) da ma-
quina sincrona, pode-se observar o comporta-
mento de suas grandezas mecéanicas em funcao das
grandezas elétricas (Anderson and Fouad, 1993;
Kundur, 1994; Yu, 1983).

Esta equacao diferencial é de grau dois e pode
ser decomposta em duas equagoes diferenciais de
grau um, cujas formas incrementais sao dadas pe-
las expressoes (16) e (17).

Ao:Jk = L(A.Pkm - Ang - DkAwk) (16)
My,

A(Sk = wkok (17)

Nas equacoes (16) e (17), wo é a veloci-
dade sincrona (377rad/s, no caso do Brasil),
My, = 2H, é a constante de inércia da ma-
quina sincrona e Dy é o coeficiente de amorte-
cimento inerente ao sistema elétrico (este termo
é normalmente designado por coeficiente de tor-
que de amortecimento e expressa as componentes
de torques contrarios as oscilagoes do rotor, re-
lativas as inércias das cargas e sistema de trans-
misséo e distribuicdo e atritos ndo considerados)
(Kundur, 1994).

Para obter a poténcia ativa gerada P, (equa-
¢ao (19)) utiliza-se a equagdo da poténcia com-
plexa S;, = P, + jQ,, como segue:

Sgk- = (Udk +jv(1k)(idk _ji%) (18)

ng = vdkidk + iqk Uqp (19)

Linearizando a equagao (19) obtém-se a forma
incremental da poténcia ativa gerada P,, (equagio

(20)).

Ang = U4, Aidk + g, Aiqk (20)
+ g, A'Udk + ig, Avqk
A linearizacdo das equacoOes tensao terminal
no eixo direto k, tensao terminal no eixo em qua-
dratura k e corrente em quadratura k, fornecem
as equagoes (21) a (23).

Avdk = Vg COS((Sk — Qk)A(Sk

—UL COS(5k — Gk)Aek + Sin(5k — Qk)Avk (21)



A’qu, = —Vg sin(ék — Gk)Aék

+og sin(d — 0 ) Aby, + cos(d, — k) Avy, (22)
Aig, = v 7‘703({; —05) A,
. 7 e B (23)
Jrsm(5;€ ek)Avk o cos(dg ek)Af)k
Lqy, Lqy,

Substituindo-se as equacoOes diferenciais na
equagdo (20) obtém-se a equagdo (24) que repre-
senta a poténcia ativa gerada com relacao as suas
equagoes diferenciais.

Ang = KI1;A0 + KQkAG;k

+ K3pAv, — K1,A6, (248,)

1
K1 = ——wvgey, cos(dy — Oy)
Ty,
2 (24b)
(d’jiqk)v,% cos(26y, — 20)
l’dkx‘ﬁc

1
KQ;C = Vg sin(ék — Hk) (240)
Ty,
1,
K3 = ——eq, sin(dx — Ok)
Lay,
(xiik - kuk . (24d)
—k ——— i, sin(26; — 260%)
xdkx%
Substituindo a equagao (24) na equagao (16)
obtém-se as variacoes da velocidade angular do
rotor na sua forma incremental (equacado (25)).

K2

Adp = =K (Al — AG) — —2F A

Wk Mk( O = Ad) M, " (25)
&A @A —|—LAP

M, =k T T, ST g o R

2.7 Representacao do MSC para Sistemas Mul-
timdquinas no Dominio do Tempo

Com as equagoes diferenciais da maquina sin-
crona, (15), (17) e (25) e as equagbes algébricas
(14) é possivel representar o sistema multimédqui-
nas através do M .SC no dominio do tempo.

Esta representacao para um sistema multimé-
quinas constituido de ng geradores e nb barras
(Furini, 2008) é dada pela equagao (26).

Az = AAz + BAu (26a)

Az = [[Awr...Awpg] [Ady...Ady]

{Aegl...Ae;”g} [AEfdl...AEfdngH t (26b)

Au = [[AP,, .. AP, ]
[Avrefl "'Avrefngj [APLl ~~-APLM,] (26C)
[AQr,..AQL,,]]

Az = [[Ab... A0, [Avy ... Avyy)) (26d)

Nas equagoes (26) A é a matriz de estados, B
é a matriz de entradas, x é o vetor de variaveis de
estado, u é o vetor de entradas e z é o vetor de
varidveis algébricas. Na equagao (27) é mostrado
uma forma matricial mais compacta.

#] -

_|_

J1 J27 [ Az
J3 Ja || Az
Bl

52 | 1

Para representar o sistema multimaquinas na
forma de espaco de estado basta fazer a eliminagao
do vetor das varidveis algébricas Az, obtendo a
matriz de estado A e a matriz de entrada B como
nas equagoes (28).

|

A=J1—J2-J47 . J3 (28a)

B=B1-J2-J47'. B2 (28b)

3 Simulagoes e Resultados

Para a comparagao entre o M SC' e o M 'SP foram
realizadas simulacoes em sistemas teste.

O sistema simétrico de duas areas, cujo dia-
grama unifilar é mostrado na Figura 2, possui 2
areas simétricas e é composto por 4 maquinas ge-
radoras e 10 barras. Seus dados completos podem
ser encontrados em (Sauer and Pai, 1998).

Figura 2: Sistema Simétrico de Duas Areas

6 7 | 8 9
1 1 10 4
Gl: i 3 :G4
LERN
2 | 3

G, Area liArea 2 Gs

As simulagoes realizadas se destinam a ava-
liagao da estabilidade do sistema teste para um
determinado ponto de operagao, quando da ocor-
réncia de uma pequena perturbagao. Esta andlise
pode ser realizada no dominio do tempo ou no
dominio da frequéncia.

Na Tabela 1 sao apresentados os autovalores
dominantes (bem como os coeficientes de amor-
tecimento e frequéncias de oscilagao a eles asso-
ciados) do sistema teste, quando modelado pelo
MSC e pelo MSP.

A comparacao entre os valores mostrados na
Tabela 1 permite concluir que sao praticamente os
mesmos, tanto quantitativamente quanto qualita-
tivamente, o que equivale a dizer que o MSC ¢é
equivalente ao M SP, encontrado em (Deckmann
and Costa, 1994). Sendo assim, o MSC é uma
alternativa ao MSP ou ao Modelo Linear de
Heffron e Phillips, proposto por (DeMello and



Concordia, 1969), ambos os modelos (MSP e
M H P) muito utilizados na literatura para estudo
de estabilidade a pequenas perturbagoes de siste-
mas elétricos de poténcia (Klein et al., 1991) e
(Kundur, 1994).

Tabela 1: Autovalores dominantes, Frequéncia e
Coeficientes de Amortecimento para o MSC e
MSP

Autovalor W, £
0.0470+4.1750i1 0.6635 -0.0112
MSC | -0.235546.2961i  1.0020 0.0373
-0.158345.8784i  0.9359 0.0269
0.046044.13821 0.6587 -0.0111
MSP | -0.2356£6.2956i  1.0026 0.0374
-0.15854+5.8779i  0.9358 0.0270

Em relacao a estabilidade do sistema teste
para o ponto de operagao considerado, pode-se
afirmar que este é instdvel, independente do mo-
delo utilizado para analise. Além disso, esta insta-
bilidade é causada pelo modo interarea, sendo ca-
racterizada por oscilagoes de amplitude crescente.

Outro sistema teste analisado é o Sistema Sul,
composto por 10 geradores e 45 barras (Minussi,
1990).

Na Tabela 2 sao apresentados os autovalores
dominantes (bem como os coeficientes de amor-
tecimento e frequéncias de oscilagdo a eles asso-
ciados) do sistema teste, quando modelado pelo
MSC e pelo MSP.

Tabela 2: Autovalores dominantes, Frequéncia e
Coeficientes de Amortecimento para o MSC e
MSP

Autovalor Wy £
-0.2687+9.67811 1.5409 0.0277
-0.1158+9.6159i 1.5305 0.0121
-0.0289+8.67931 1.3816 0.0039
0.173848.0698i 0.9993 -0.0156

MSC 0.0988+46.35351 1.2866  -0.0211
-0.0150+7.6939i 1.2250 0.0018
0.124947.2824i 1.1732  -0.0156
0.0885+6.7857i 1.1239  -0.0056
0.032947.0513i 1.0801  -0.0138
-0.26231+9.67821 1.5409 0.0271
-0.1120+9.61551 1.5305 0.0116
-0.0269+8.67841 1.3812 0.0031
0.171548.05731 1.2826  -0.0213

MSP 0.0838+6.16611i 0.9815 -0.0136
-0.0125+7.6730i1 1.2212 0.0016
0.119447.2562i 1.1550 -0.0164
0.0847+6.71351 1.0686  -0.0126
0.032246.93011 1.1030 -0.0046

A comparacao entre os valores mostrados do
MSC e do MSP na Tabela 2 permite concluir
que sao novamente idénticos, validando o modelo
para sistema elétricos distintos. Em relagao a es-
tabilidade do sistema teste para o ponto de opera-
¢ao considerado, pode-se afirmar que este é insta-
vel seja analisado pelo M SP, seja analisado pelo
MSC.

4 Conclusoes

Este trabalho apresentou um modelo linear para
o sistema de poténcia multimaquinas baseado no
balango modal de correntes: MSC. Para a va-
lidagao do modelo desenvolvido foram realizadas

simulagoes em dois sistemas teste e os resulta-
dos obtidos foram comparados com os resultados
provindos do M SP. Das comparagoes efetuadas
concluiu-se que os modelos sao equivalentes, for-
necendo os mesmos resultados. Sendo assim, o
MSC é uma alternativa ao M SP e ao M HP para
o estudo da estabilidade a pequenas perturbagoes
de sistemas elétricos de poténcia.
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Apéndice A

Coeficientes do Modelo de Sensibilidade de Cor-
rente Multimdquinas

i 1
ngk = Iris e pp— sin5k (29)
dey,  wy,
Oigy 1
R2 = Tk — _— ol 5
Ik O x:ik €q; COS Ok (30)
(xiik - mf]k)
I Vg COS(25k — Gk)
.’lﬁdkqu
1 .
R3,, ———c0s(0x — Oy) sin oy,
1 (31)
+ —sin(d — Ox) cos O,
I%
1
R49k = —?Uk Sin(ék — Gk) sin Oy,
" (32)
1
—  —wg cos(dg — Og) cos Oy,
:qu
i 1
Mly, = 2% L ocoss,  (33)
O, e
i 1
M2, = T fe , Sin oy
85k l'd (34)
(xiik - qu) .
I Vg Sln(25k - Gk)
xdkx%
1
M3y, = ——cos(d; — Ok)cos iy
" (35)
+ —sin(d — Ox) sin Oy,

Ly,

1
M4, = ——visin(dr — 6i)cosdy
e (36)
—  —wg cos(dg — O) sin oy,
Lay
Oiry,.  Thm COS Ok + Tim, sin Oy,
Bl = 50" = EE BT
Vg (T €OS O — T, i O )
R2km - |Z]¢ |2 (38>
g
—(Tkem €08 Oy, + Tiory, SIN O,y
Upn (Tl SIN 64, — T, €OS O,
Ripm = ( : |Zk |2 : ) (40)
Tk SIN O — T, cOS O
M1, = k lk 2k k (41)
Vg (T, €08 O + X, sin )
M2, = e (42)
—(Tkm SIn6,,, — T cosb,,
M3ym = (ri |Zk ‘Qk ) (43)
—Vpn (Tl €08 Oy + Ty, SIn6,,)
din,  —Pp sinf 0
Cly, = 8;: = L0 k@: Qre sl (45
oir, —Py, cosl, —Qp, sinf
Oy, = 0 = P e (46)
k
oir, cos 0y,
C3, = k= 47
oir sin 6,
C4,, = Tk — 48
" 0Qr, Uk (48)
0ir,, P, 0 in 6
Clmk _ alékk L, COS k:;QLkSII’I L (49)
0ir,, Qr, cosly — Pr, sinfy
C2,, = 81;; - k = k (50)
k
dir, sin 6y,
C3,,, = Tk — 51
k aPLk Vg ( )
i, cos 0y,
Clp, = Mk — 52
= B0, ” (52)
87;9,,‘]9 Bigrk.
sgndo R3g, = 5k, Rig, = —gt, M3,
Tome | Mdg, = T Ry, = Zom R3,, =
Pt Rty = Ui, My = Pk, 1124, =
8Z7nk7n M3km — é;’zknz e M4km — a'ggk'm .



