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Abstract In this paper, we present the predictor-corrector primal-dual interior point method with classic/modified logarithmic 
barrier, long step and global convergence strategies. The main features of the proposed method are: integrated application of the 
methods of classical and modified logarithmic barrier; proposal to an generalized update strategy of  estimators of Lagrange' 
multipliers; the determination of optimal solutions such that unless it belongs the frontier of the primal feasible region, then these 
are determined in a non-asymptotic; application of a variant of update sizes primal and dual steps; trajectory modification, cor-
rection of the conditioning of the hessian matrix of Lagrangian and global convergence are obtained through a technical variant 
of the Levenberg-Marquardt and, using the barrier parameter in the calculation of the search directions in the primal and dual 
predictor procedure. We apply method to the following problems of optimal power flow with reactive taps constants: Electrical 
System 3, 9, IEEE-14, IEEE-30, IEEE-57, IEEE-118, IEEE-162 and IEEE-300 buses. The results show that this method is robust 
and efficient for the solution of these problems. 

Keywords Reactive Optimal Power Flow, Interior Point Methods, Long Step, Global Convergence. 

Resumo Neste trabalho, apresentamos o método previsor-corretor primal-dual de pontos interiores com barreira logarítmica 
clássica/modificada com estratégias de passo longo e de convergência global. As principais características do método proposto 
são: aplicação integrada dos métodos de barreira logarítmica clássica e modificada; proposta de uma estratégia de atualização ge-
neralizada dos estimadores dos multiplicadores de Lagrange; determinação de soluções ótimas tais que se pertencerem à fronteira 
da região de viabilidade primal, então essas são determinadas de modo não-assintótico; aplicação de uma variante da atualização 
dos tamanhos dos passos primal e dual; modificação de trajetória, correção do condicionamento da matriz hessiana da função la-
grangiana e convergência global são obtidas através de uma técnica variante a de Levenberg-Marquardt e; utilização do parâme-
tro de barreira no cálculo das direções de busca primal e dual no procedimento previsor. Aplicamos o método aos seguintes pro-
blemas de fluxo de potência ótimo reativo com taps constantes: sistema elétrico 3, 9, IEEE-14, IEEE-30, IEEE-57, IEEE-118, 
IEEE-162 e IEEE-300 barras. Os resultados obtidos pelo método mostram que este é robusto e eficiente para a solução destes 
problemas. 

Palavras-chave Fluxo de Potência Ótimo Reativo, Método de Pontos Interiores, Passo Longo, Convergência Global.

1    O método previsor-corretor primal-dual de 
pontos interiores com barreira logarítmica clássi-
ca/modificada com estratégias de passo longo e de 
convergência global. 

Nesta seção apresentamos o método previsor-corretor 
primal-dual de pontos interiores com barreira loga-
rítmica clássica/modificada com estratégias de passo 
longo e de convergência global (MPIBLC/M-PLCG) 
o qual é uma variante do método primal-dual apre-
sentado em (Pinheiro, 2012). Esse foi desenvolvido 
para problemas de programação não-linear e não 
convexa para posterior aplicação em problemas de 
fluxo de potencia ótimo reativo (FPOR). 
Seja o problema de otimização não-linear com restri-
ções de igualdade e de desigualdade de acordo com 
(1): 

 

( )

( ) ( ){ 0; 0
. :

1,..., ; 1,...,

t i

Min f

g h
s a

t m n i r




= <


= < =

x

x x   (1) 

em que: ( )1,..., ,...,
T

j nx x x=x  é um vetor de um con-

junto compacto nX ⊂ � , ( )f x  é a função objetivo, 

( ) 0, 1,...,tg t m= =x  é uma restrição de igualdade e 

( ) 0, 1,...,ih i r< =x   é uma restrição de desigualdade. 

Consideramos que f , tg  e ih  são funções de classe 
2C  e a condição de qualificação de restrições são de 

(Mangasarian & Fromovitz, 1976). Ao acrescentar-
mos as componentes do vetor de variáveis de folga 

( )
11 1 1,..., ,...,

i r

T
rz z z += ∈1z �  sobre cada restrição de 

desigualdade de (1) temos: 
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Utilizamos a função barreira logarítmica clássi-
ca/modificada ( ).Ψ  com estimadores dos multiplica-

dores de Lagrange sobre as variáveis de folga e apli-



camos o problema lagrangiano sobre as restrições de 
igualdade de (2). Assim, o problema (1) é transfor-
mado em um problema irrestrito equivalente definido 
pela função lagrangiana aumentada interior barreira 
logarítmica clássica/modificada com estimadores dos 
multiplicadores de Lagrange   proposta em (3). 
 

( ) ( ) ( )

( )

1 1 0 0 1 1
1 1 1

i i t t i i

r m r

i t i

T n m r r

Min

L f z t tµ δ λ λ
= = =

+ +





= − Ψ − −

 = ∈ × × ×

∑ ∑ ∑

1 0 1

ω x

ω x,z ,λ ,λ � � � �

 (3) 

em que *µ +∈�  é o parâmetro de barreira; as compo-

nentes do vetor ( )
11 1 1,..., ,...,

i r

T
rδ δ δ += ∈1δ �  são esti-

madores dos multiplicadores de Lagrange;  ( )tg− x  é 

uma  componente do vetor 

( ) ( )( ) , 1,...,
T

tg t m= − = − =0t g x x  ;  ( )( )1iih z− +x  é 

uma componente do vetor 

( )( ) ( )( )( )1 , 1,...,
i

T

ih z i r= − + = − + =1 1t h x z x ; 

( )
10 0,...,

m

T
mλ λ= ∈0λ �  é o vetor de multiplicadores 

de Lagrange referente à restrição de igualdade =0t 0

; ( )
11 1,...,

r

T
rλ λ += ∈1λ �   é o vetor de multiplicadores 

de Lagrange referente às restrições de igualdade 
=1t 0  e;  dado o parâmetro de proximidade à frontei-

ra da região de viabilidade primal original do pro-
blema (2)  *τ +∈�

1, definimos: 
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em que ( )1 1i
zΨ  é a função barreira logarítmica clás-

sica a qual foi definida por (Frisch, 1955) e ( )2 1i
zΨ  

é a função barreira logarítmica modificada a qual foi 
definida por (Polyak, 1992), logo,  a função ( ).Ψ  

está definida em seu domínio 

( ) { }1 1 1; 0 0
i i i

D z z ou zµΨ = ∈ > − < ≤�
2. 

 As condições de KKT são obtidas ao aplicarmos a 
condição necessária de otimalidade  . Essas condi-
ções são apresentadas em (5): 
  

( ) { 1; ; ; }L Z µ∇ = − = − = − = − =0 1 1 1ω m 0 t 0 t 0 λ δ 0 (5) 

 em que: ( ), , ,
T

= 1 0 1ω x z λ λ ; 

( ) ( ) ( )f− = ∇ + ∇ + ∇
T T

0 1m x g x λ h x λ  é o vetor resi-

dual da condição de viabilidade dual; 

( ) ( ) ( )( )1 ,...,
T

T T m n

mg g ×∇ = ∇ ∇ ∈g x x x �  e 

                                                           
1 Neste trabalho, definimos 410τ −=  fixo. 
2 Definimos por região de viabilidade primal relaxada ao 

conjunto { }1 1; 0
i i

z zµ∈ − < ≤� . 

( ) ( ) ( )( )1 ,...,
T

T T r n

rh h ×∇ = ∇ ∇ ∈h x x x �  são, respecti-

vamente, as matrizes jacobianas dos funcionais 

( ) ( ) ( )( )1 ,...,
T

mg g=g x x x  e ( ) ( ) ( )( )1 ,...,
T

rh h=h x x x ; 

e a componente diagonal da matriz 
1

1Z
−

 é 11
i

z  se 

1i
z τ>  ou ( )

11
1 zµ +  se 1i

z τ≤ . 

Descrevemos o método previsor-corretor primal-dual 
barreira logarítmica clássica/modificada (MPI-
BLC/M) a partir da linearização de cada equação do 
sistema (5) por um polinômio de Taylor de primeira 
ordem e determinamos o vetor incógnita de direções 

de busca ( ),
T

=
1 0 1ω x z λ λd d ,d d ,d . O MPIBLC/M é um 

método que gera uma sequência de pontos , k ∈kω �  

a partir de um ponto inicial 0
ω  viável ao problema 

(3)3. Considerando k
ω  e a linearização por Taylor do 

sistema ( )L∇ =kω 0 , obtemos o sistema linear ex-

presso em (6): 

  
kA =k k

ωd b   (6) 

em que: 
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é a matriz jacobiana do sistema (5); 

( ) ( ) ( )2 2 2
0 1

1 1
t i

m r
k k

t i

t i

f g hλ λ
= =

   Κ = ∇ + ∇ + ∇   ∑ ∑k k kx x x ; 

rI  é a matriz identidade de ordem r  e 

( )
11 1 1 1,..., ,...,

k i r

k k kdiag λ λ λΛ = ; ( ),
T

=
1 0 1

k k k k k
ω x z λ λd d ,d d ,d  e 

kb  é o vetor residual definido por: 

 ( )
1

1, , , k
k
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k z
Z Dµ= − + −

1

k k k k k k k
0 1 1 1 λb m t t λ δ d (7) 

em que: 

( )1 1 111
,..., ,...., .k

i r

k k k

z z zz
D diag d d d=  (8) 

Para a definição do procedimento previsor, despre-
zamos o resíduo não-linear 

1
kz

D
1

k
λd , isto é, a priori 

definimos esse resíduo como nulo, pois desconhece-
mos essas direções de busca e consideramos 0kµ ≠

no cálculo das direções de busca primal e dual, assim 
este método é uma variante dos métodos apresenta-
dos em (Mehrotra, 1992) e (Wu, et al., 1994). Uma 
vez calculadas as direções de busca primais e duais 
através da expressão (9), as direções de busca são 
corrigidas, agora, considerando o resíduo 

1
kz

D
1

k
λd  

como não-nulo utilizando-se também (9). Assim, 

                                                           
3 Note que a região de viabilidade primal relaxada 

0
1 00

i
z µ≤ <  é interessante, pois permite-nos escolhas 0x  

tais que ( ) 00ih µ≥ <0x ,  principalmente se há muitas 

restrições não-lineares e não-convexas. 



com procedimentos algébricos, definimos, a seguir, 
as equações que definem o cálculo das direções pri-
mais e duais do procedimento previsor e corretor: 
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onde: 
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é a matriz hessiana da função lagrangiana ( )L kω ; 
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,

se o procedimento corretor está em operação
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1 .

k
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Tk k k
1φ h x δ   (13) 

Definimos por: � � � � �( ),
T

= 1 0 1

k k k k k
ω x z λ λd d ,d d ,d o vetor de di-

reções de busca obtidas pelo procedimento corretor 
do MPIBLC/M. A estratégia de passo longo (PL), 
apresentada em (14), é definida pelo cálculo do ta-

manho do passo longo primal pα  e do tamanho do 

passo longo dual dα  aplicados sobre a direção �
k
ωd . A 

PL é uma variante da estratégia apresentada em 
(Granville, 1994) a qual é descrita em (Pinheiro, 
2012). 
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Destacamos que o valor empírico 1,005 é maior que  
o valor 0,9995, definido pela maioria dos autores que 
utilizam o método primal-dual em seus trabalhos, 
pois estes autores trabalham somente com função 
barreira logarítmica clássica. Porém, o valor 1,005 
permite ao MPIBLC/M-PL explorar pontos 

1 0
i

k

k zµ− < ≤ , isto é, pontos 1i

kz  que estão na região 

de viabilidade primal relaxada.  Atualizamos o vetor 
k +1ω  da seguinte maneira: 
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A atualização dos estimadores dos multiplicadores de 
Lagrange k

iδ  é adotada como uma generalização da 

regra proposta em (Polyak, 1992) dada em (16): 

  ( ) ( )1
1 1 1i i i

k k k

k k zδ δ µ µ+ = +  (16) 

e é apresentada, de acordo com (Pinheiro, 2012), em 
(17): 

=k +1 k +1
1 1λδ   (17) 

em que k +1
1λ  está definido em (15). A atualização 

apresentada em (17) permite que a aplicação integra-

da entre ( )1 1i
zΨ  e ( )2 1i

zΨ  seja estável e robusto, 

pois 1
1i

kδ +  contém informações as quais contemplam 

as restrições de igualdade e de desigualdade de (1). 
O parâmetro de barreira 1kµ +  é atualizado conforme 

a seguinte heurística: 
 1 0,25k kµ µ+ =   (18) 

Após essa atualização, realizamos o seguinte teste: se 
1

1 1i

k

kz µ+

+≥ − , 1,...,i r∀ = , então a heurística (18) per-

manece; caso contrário, 1kµ +  recebe a atualização, 

mostrada em (19): 

 ( ) ( )1 1,25 minkµ + = − k
1z   (19) 

O sinal " ''−  em (19) é devido ao fato de o sinal de 

1i

k
z  não pertencer a ( )D Ψ . 

A estratégia de convergência global (CG) proposta é 
baseada em uma variante daquelas apresentadas em 
(Benson, et al., 2000) e (Bazaraa, et al., 2006). Esta 
estratégia consiste nos seguintes procedimentos: 
Procedimento 1: Após a construção da matriz 

kθ  

dada em (10), utilizamos (20) para fazer uma pertur-
bação diagonal sobre esta matriz: 

 
k k k nIθ θ β← +   (20) 

em que 0kβ >  é denominado de parâmetro de amor-

tecimento do método de Levenberg-Marquardt 
(Levenberg, 1944) (Marquardt, 1963). Um valor 

0 0β >  inicial suficientemente pequeno deve ser for-

necido. 
Procedimento 2: A matriz 

kθ  é submetida à Decom-

posição de Cholesky (DC), para ao cálculo da matriz 
triangular inferior 

kG ,  de modo que T

k k kG Gθ = . Du-

rante o processo de DC, enquanto pelo menos um 
dos elementos 

( ) ( ) ( )
1

2

1

, , , ; 1, ,
j

k k k

o

G j j j j G j o j nθ
−

=

= − =∑ �  não for 

um número real atualizamos kβ  conforme heurística 

descrita em (21) e, em seguida, atualizamos a matriz 

kθ , conforme (20): 



( )
2

21 5 1 0,25 1 2.k kβ β
 

← + − + 
 

 (21) 

De acordo com (Pinheiro, 2012), o parâmetro 
kβ  

influencia tanto na direção quanto no tamanho do 
passo, isto é, na trajetória dos pontos k

ω  e também 
infere diretamente sobre o condicionamento de 

kθ  

tornando o método mais estável durante os ciclos 
iterativos e/ou se algum 1 0

i

k
z → . Para a inicialização 

de um novo ciclo 1k +  do MPIBLC/M-PLCG atuali-
zamos 1kβ +  conforme estratégia adaptada de 

(Bazaraa, et al., 2006), descrita a seguir. 

i) Se ( ) ( ) 0,25L L− <k k +1
ω ω , então 1kβ +  é atualizado 

pela heurística proposta em (22): 
 

( ) ( )
2

2
1 4 5 1 16 0,25 5 1k kβ β+

 
= + + × + + 

 
(22) 

ii) Se ( ) ( ) 0,75L L− >k k +1
ω ω , então 1kβ +  é atualiza-

do pela heurística (23): 

( )
2

2
1 1 5 1 0,25 1 2;k kβ β+

 
= + − + 

 
 (23) 

iii) Se ( ) ( )0,25 0,75L L≤ − ≤k k +1ω ω , então 

1k kβ β+ = . 

2. O MPIBLC/M-PLCG aplicado ao FPOR e Re-
sultados Numéricos 

O modelo, na variável ( ),
T

=x V γ , de minimização 

das perdas de potência ativa na transmissão para o 
FPOR é definido por: 
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No problema apresentado imediatamente acima, a 
equação 

( ) ( )( )cos senesp

k k k m km km km km

m

P P V V G Bγ γ
∈Ω

∆ = − +∑  é 

determinada para todas as barras k , com exceção da 
barra de referência; a equação 

( ) ( )( )sen cosesp

k k k m km km km km

m

Q Q V V G Bγ γ
∈Ω

∆ = − −∑  é 

determinada para as barras k  de carga, as restrições 
de desigualdade canalizada é determinada para as 
barras k  com magnitude de tensão controlável; NL  
é o número de ramos da transmissão; 

ikmg  é a condu-

tância do ramo i  que conecta as barras k  e m ; 

,esp esp

k kP Q  são, respectivamente, as potências ativa e 

reativa líquidas especificadas para a barra k ; Ω  é o 

conjunto das barras vizinhas à barra k , incluindo-se 
a própria barra k , e ,km kmG B  são, respectivamente, as 

partes real e imaginária do elemento 
kmY  da matriz 

admitância de barra. 
O MPIBLC/M-PLCG foi implementado em MA-
TLAB 6.1 e foi aplicado aos sistemas elétricos de 3, 
9, IEEE-14, IEEE-30, IEEE-57, IEEE-118, IEEE-
162 e IEEE-3004 barras. Em todos os casos estuda-
dos, definimos =0V 1 ; =0γ 0 ; 0 0,05µ = ; 0 0,1β = , 

0
1 0,1, 1,...,

i
i rδ = = os limitantes para o controle de 

reativos são originais do banco de dados e o critério 

de parada para o método foi de 1010−

∞
≤kb  para 

todos os sistemas elétricos exceto para o sistema IE-

EE-300, o qual utilizamos 810−

∞
≤kb . Medimos o 

condicionamento da matriz 
kθ  antes da DC (CADC) 

e depois da DC (CDDC) e apresentamos os resulta-
dos apenas da última iteração. Para a aplicação do 
método proposto os taps dos transformadores foram 
considerados constantes. A Tabela 1 nos apresenta os 
principais resultados obtidos: 
  

Tabela 1- Solução Geral do FPOR e principais resultados obtidos 
pelo MPIBLC/M-PLCG. 

Sistema Elétrico Iterações 
k

µ   final 

3 barras 
9 barras 
IEEE-14 
IEEE-30 
IEEE-57 
IEEE-118 
IEEE-162 
IEEE-300 

9 
10 
10 
9 
12 
13 
11 
17 

7.6294e-07 
1.9073e-07 
2.6412e-07 
7.6294e-07 
1.1539e-07 
1.5044e-07 
4.7684e-08 
8.8842e-09 

Sistema Elétrico 
∞

kb  final CADC 

3 barras 
9 barras 
IEEE-14 
IEEE-30 
IEEE-57 
IEEE-118 
IEEE-162 
IEEE-300 

5.6748e-12 
2.1748e-12 
1.4690e-11 
6.1297e-11 
1.3926e-12 
1.4431e-12 
8.9381e-11 
1.1695e-09 

1.3022e+06 
3.7842e+20 
4.0224e+08 
8.1641e+07 
5.2473e+09 
1.5047e+10 
1.3602e+21 
3.8725e+24 

Sistema Elétrico CDDC Perdas 
Megawatts  

3 barras 
9 barras 
IEEE-14 
IEEE-30 
IEEE-57 
IEEE-118 
IEEE-162 
IEEE-300 

1.2500e+06 
1.2785e+10 
2.6924e+08 
6.0050e+07 
5.1933e+09 
1.4768e+10 
1.3028e+10 
2.1869e+14 

12,91584094822280 
4,11369184655652 
12,29251166783213 
16,08931485721277 
22,97598670741661 
107,7019055917016 
146,1992165567937 
351,4749499225414 

 

 

                                                           
4 O transformador defasador relacionado ao ramo 196-2040 
foi substituído por um transformador em fase. 



3. Conclusões 

Neste trabalho apresentamos o método previsor-
corretor primal-dual de pontos interiores barreira 
logarítmica clássica/modificada com estratégias de 
passo longo e de convergência global (MPI-
BLMC/M-PLGC), o qual foi aplicado ao problema 
de fluxo de potência ótimo reativo (FPOR) com taps 
dos transformadores constantes. Neste trabalho fo-
ram apresentadas as principais características do mé-
todo proposto tais como: é variante dos tradicionais 
métodos previsor-corretor primal-dual de pontos 
interiores; o método propõe uma robusta aplicação 
integrada entre os métodos de barreira clássica e bar-
reira modificada; nova proposta de atualização dos 
estimadores dos multiplicadores de Lagrange, a qual 
contempla informações de restrições de igualdade e 
de desigualdade; a aplicação das estratégias de passo 
longo, correção de trajetória, aumento do condicio-
namento da matriz hessiana e de convergência global 
e uma heurística de atualização do parâmetro de bar-
reira contribuíram significativamente no fortaleci-
mento do método, possibilitando a esse a resolução 
de problemas de programação não-linear em domínio 
não-convexo, tais como o FPOR. Os resultados quan-
titativos mostraram que o método é robusto, pois foi 
capaz de obter solução ótima primal e dual em todos 
os sistemas elétricos estudados com um número rela-
tivamente baixo de iterações e com alta precisão, de 
acordo com a Tabela 1 apresentada.) 
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